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Einleitung. 


Bekanntlich spielt für die analytische Zahlentheorie die 
Frage eine grundlegende Rolle, welche Größenordnung be- 
stimmte Dirichlet’sche Reihen besitzen, wenn sich die Variable 
auf einer innerhalb der Konvergenzhalbebene gelegenen verti- 
kalen Geraden ins Unendliche bewegt. Liegt diese Gerade 
sogar innerhalb der Halbebene der absoluten Konvergenz, 
so ist die Frage trivial; denn natürlich ist stets, wenn die 
Dirichlet’sche Reihe | 


bu 
HI) n3 (1) 
n=l 


auf der Geraden R(s) = o absolut konvergiert und s=o-+fi 
gesetzt wird, für beliebiges reelles Z 


oo 


fols), 


| 


u. 
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Existiert dagegen ein Streifen bedingter Konvergenz und 
liegt die Gerade N(s) = o innerhalb dieses Streifens (oder auf 
der rechts gelegenen Grenzgeraden dieses Streifens gegen das 
Gebiet der absoluten Konvergenz), so läßt sich, wie man leicht 
zeigen kann, stets eine bestimmte positive, von o abhängige 
Zahl ® <1 angeben, so daß für jedes e > O 


IS) = 01) 
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ist, wenn s konstant bleibt und die Ordinate t beliebig große 
positive oder negative Werte annimmt;! diese Gleichung kann 
man auch unter Beschränkung auf positive Z in der Form 
schreiben: 


lim suüp ——  — =sP#<I[I. 
= 00 l 


log Fol 
ogt 

Aber die Frage nach dem genauen Werte 1 dieses Limes 
superior, der natürlich eine Funktion der Abszisse o ist, ist 
bisher nicht einmal für die wichtigsten speziellen Reihen f(s) 
beantwortet worden, wenn co innerhalb des Gebietes der be- 
dingten Konvergenz liegt, obwohl ihre Lösung z. B. in der 
Theorie der Zetafunktion von höchster Bedeutung wäre. Man 
weiß eben nur, daß bei jeder Dirichlet’schen Reihe, die in der 
Halbebene N (s) = 0 > a bedingt konvergiert und in der Halb- 
ebene Als) = co >a+r wor>O ist, absolut konvergiert, für 


9 —_Q 


REES leere ei < l ist und für 


os > o+r sicher t.(s) = O ist; übrigens sind erst kürzlich durch 
Herrn Lindelöf? sehr bemerkenswerteResultate in derRichtung 
erzielt worden, speziell. in der Iheorie der Zetafunktion Dei 
gegebenem o den Wert von 9 möglichst herabzudrücken. 

Um so merkwürdiger erscheint ein Satz von Herrn Hada- 
mard,? der das Quadrat des absoluten Betrages des Reihen- 
wertes, also den Ausdruck 


FAOIE 


längs vertikalen Geraden betrachtet und gefunden hat, daß 
dieses auf jeder vertikalen unendlichen Geraden, auf der die 
Reihe absolut konvergiert, einen bestimmten endlichen Mittel- 


1 D.h., es existiert bei festem o und festem e > 0 eine Konstante C, so 
.daß für alle s= o-+ti, deren Ordinate Z absolut genommen eine gewisse 
Schranke, z. B. die Zahl 1 übersteigt, 


| AS), CET 
ist. 
2 »Quelques remarques sur la croissance de la fonction {(s).« Bulletin 
des Sciences mathe&matiques, 2. Reihe, Bd. XXXII, Teil 1, p. 341 bis 356 (1908). 
3 »Theoreme sur les series entieres« (Acta mathematica, Bd. XXI [1899], 
p. 55 bis 63), p. 60 bis 68. 


[1441] Mittelwertsformeln bei Dirichlet’schen Reihen. Fi) 


wert besitzt; er bewies nämlich unter der Voraussetzung, daß 
die Reihe f(s) auf der Geraden NR(s) = cs absolut konvergiert, 
die Formel | | 


) Lo 57 = (d,}? | 
lim L Iflo+ti)|’dt = N (2) 


Te) Va a 
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Herr Landau! hat nun untersucht, unter welchen Bedin- 
gungen diese Formel auch in dem Gebiete der bedingten Kon- 
vergenz gültig ist, und hat folgendes gefunden: Konvergiert 
eine Dirichlet'sche Reihe (1) für Ns) =s>« und ist das 
positiver =<1 so beschaffen, daß bei jedem 6 > O 


b„ = Olne+-1#) (8) 


ist, so daß also die Reihe a fortiori für > a+r absolut kon- 
vergiert, so gilt die Formel (2) nicht nur im absoluten Kon- 
vergenzbereich os > o-+r, sondern sogar für jedes 


Bern PAR 


oS>0-+ wo 
Elle or narina En 4 


ist. Natürlich folgt hieraus keineswegs, daß in diesem Gebiete 
das Modulquadrat |/(s+2i)|? und also auch | f(s+ti)| für 
alle Werte von Z unterhalb einer endlichen Schranke bleibt. 


ENT? 


Die Schranke «+ Say a erscheint sehr willkürlich; 
in der Tat werden die folgenden Entwicklungen u. a. ergeben, 


daß die Voraussetzung (3) entbehrt werden kann und daß 


72047 


die Irrationalität — 0'719... durch die natürliche 


1 

Schranke > ersetzt werden darf; ich werde also nachweisen, 

daß bei jeder Dirichlet’schen Reihe, die für o>.« konvergiert 

und für > a+r absolut konvergiert, wo 7 >O ist, die Mittel- 
er 

2 


wertsformel (2) stets dann gilt, wenn nur 6>a+ —- ist. ‚Dies 


1 »Beiträge zur analytischen Zahlentheorie« (Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, T. XXVI [20 sem. 1908], p. 169 bis 302), p. 266 bis 
297. (8-15). i4 m 
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ist die natürliche Schranke; denn fürs sa-+ > ist durch die 


Voraussetzungen nicht einmal die Konvergenz der rechts 


stehenden Reihe 
[0,0) 
LAb 
> 2° 
n=l 


gesichert. Übrigens werde ich in gewissen Fällen die Gültig- 


keit der Mittelwertsformel auch noch fürs =co-+ rn beweisen 


und werde endlich auch analoge Formeln für das Quadrat des 
reellen wie des imaginären Teiles der Funktion sowie für das 
Produkt aus dem reellen und imaginären Teil ableiten. 

Die vorstehenden Resultate werde ich nicht direkt be- 
weisen, sondern ich werde mit den Herren Hadamard und 
Landau das Problem gleich etwas allgemeiner formulieren, in 
einer Fassung, in welcher es nicht komplizierter, sondern im 
Gegenteil durchsichtiger ist. Ich betrachte nämlich zugleich 
zwei Dirichlet’sche Reihen 


00 [0,0] 


V=yH so=) 


ns’ m: ’ 
n=]1 m—1i 


die auf den Geraden R(s) = ß, beziehungsweise R(s) = y 
konvergieren mögen, und stelle mir das Problem, zu unter- 
suchen, unter welchen Voraussetzungen dann die Mittelwerts- 
formel 


„or; OBIR FR | | Buch 
nr 5 ISR+t)gek—-ti)d = > Er (4) 
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gilt. In dieser ist die Formel (2) als spezieller Fall enthalten. 
Sind nämlich dıe Koeffizienten b„ der Reihe /(s) reell, so 
brauche ich nur Y=B, c„=b,„ zu setzen, und erhalercarı 
wegen 


gg) =), FR+E) EHEM) =) FB-H)=|FR+E)]? 
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genau die Formel (2); sind die Koeffizienten db, komplex, so 
setzeichy—=ß, c„= b„, wo b„ den zu b„ konjugierten Wert 
bezeichnet, so daß ebenfalls 


FRBHH)gA—t) =) ER Hi) = \FEHEI)|?, buch — |bu? 


ist und die Formel (4) in die Formel (2) übergeht. 

In dieser allgemeineren Formulierung (und sogar für einen 
allgemeineren Reihentypus, auf den ich noch zu sprechen 
komme) hat nun Herr Hadamard den folgenden Satz be- 
wiesen: 

I. Ist die Reihe f(s) aufder Geraden AK(s)=B abso- 
lut konvergent, ferner die Reihe gf(s) auf der Geraden 
Ns) = y absolut konvergent, so ist 


Du'CH 


SBrHsa Wa) m © 
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ing 
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Seinen Beweis dieses Satzes werde ich in & 1 reprodu- 
zieren. 

In 8 2 lege ich mir zunächst die Frage vor, ob die 
Formel (4) stets dann gilt, wenn nur eine der beiden Reihen — 
es sei die Reihe f(s) — auf der Integrationsgeraden R(s) = ß 
absolut konvergiert, die andere Reihe g(s) dagegen auf der 
Geraden R(s) =y nur bedingt konvergiert, und werde finden: 

U. Ist die Reihe f(s) auf der Geraden Ws) =ß abso- 
lut könvergent, liegt ferner'die reelle Zahl y inner- 
halb der Konvergenzhalbebene der Reihe g(s), so ist 


; 1 5? \ : a DuCn 
In a fR+ti)gy—ti)dt = Dr eh 


0 = 00 


n—l 


Dieser Satz ist nur eine mit wenigen Zeilen zu beweisende 
Folgerung aus folgendem sehr merkwürdigen Satze: 
A. Liegt die reelle Zahl y innerhalb des Konver- 


Benz gepietes der Reihe 


00 
Cm 
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so ist für jede positive ganze Zahl n 


r j ar ale, ze: 
ee n"gy-rti)dt = a Be: 
und diese Gleichung .besteht sogar gleichmäßig. für 
alle positiven ganzen Zahlen n. Se: 
Ist n keine ganze-Zahl, aber positiv reell, so existiert der 
obige Grenzwert auch und hat den Wert Null. Er konvergiert 
sogar gleichmäßig gegen Null für alle positiven n, welche die 
Eigenschaft haben, daß sie von jeder-ganzen Zahl 0, Be 


mindestens um e entfernt sind, wo eS ER eine beliebig kleine 


positive Zahl sein darf. Das Wesentliche hierbei ist, daß die 
gefundenen Resultate nicht nur in dem Gebiete der absoluten 
Konvergenz, sondern eben auch in dem ganzen Streifen be- 
dingter Konvergenz gültig sind. 

‚Die gefundenen Formeln kann man auch in folgender 
Form schreiben: 

Bedeutet. y irgend eine reelle Zahl innerhalb des Konver- 
genzgebietes der Reihe g(s), so.ist | 


1 2 
lim ’=— YrEi j 
im nrgy+ti)dt 


= 00 BET N 


er c„fünn =1;2,3,- (6) 


OÖ für nicht Banzzahliges n> 0. 


Der nte Koeffizient Ca SINET jeden Dirichlet’ schen 
Reihe gfs)ist>also der Mittelwert des‘Produktes n5g(s) 
auf irgend einer innerhalb der Konvergenzhalbebene 
gelegenen vertikalen nach beiden Seiten unend- 
lichen.Geraden. Pe, | Er 

Durch diese Formel EN di e ee > Dirichlet 
schen. Reihe. eindeutig aus der Funktion bestimmt, ‘und das 
Integral links ist von der Integrationsgeraden NA(s) = y. unab- 
hängig. Allerdings tritt in dieser Fassung die gleichmäßige 
Gültigkeit der Formel (5) für. positive: ganzzahlige n nicht in 
Erscheinung, die aber gerade eine der Hauptschwierigkeiten 
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beim Beweis und erforderlich ist, um aus A den Satz II 
abzuleiten. 

Ich habe die Rässürie (6) aufgestellt, um die Analogie zu 
der bisher bekannten, nicht: ganz so unmittelbaren Koeffi- 
zientendarstellung schärfer hervortreten zu lassen, in welcher 
‘zu dem Integranden des obigen Integrals nur der Nenner y-+fi 


1 
hinzutritt, aber dafür der Faktor >, vo dem Integral fortfällt. 


Diese gilt ebenfalls für jedes innerhalb der Konvergenzhalb- 
ebene der Reihe g(s) gelegene und positive y sowie jedes 
positive.» und lautet, wenn r eine positive ganze Zahl >1 
bedeutet: 


+0 Yt+ti 
ie f n gut), 


0 =00 Y+ti 
vr—1 


1 
ZR N + 2% für jedes ganzzahligee nr 


(0) 


v=l 


—— 7 


28) „für r<n<r+l, 
sl 


0 me) |, 


Hierbei bedeutet die erste Zeile rechts im Faler =1 
natürlich 2r - — 

Die Unstetigkeitsstellen dieses Integrals sind also eben- 
falls die ganzen Zahlen n =r. Es nimmt im Gegensatz zu 
dem Integral (6) in diesen Unstetigkeitsstellen den Mittelwert 
zwischen links und rechts an, ist aber ebenso wie dieses in 
jedem zwischen zwei positiven ganzen Zahlen gelegenen Inter- 
vall konstant. Übrigens ist diese Formel, die sich mit unzu- 
reichendem Beweis schon bei Kronecker und Herrn Cahen 
findet, 'erst jüngst von.den Herren Hadamard! und Perron? 
bewiesen worden. | 


RR. »Sur les. series de Dirichlet«, Rendiconti del Circolo Matematico 
Palermo, T. XXV (10% sem. 1908), p. 326 bis 330; vergl. auch p. 395 bis 396. 
2 »Zur Theorie der Dirichletschen Reihen« (Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 134 [1908], p. 95 bis 143), p. 114 bis 131. 
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Ich kehre nunmehr zu dem Mittelwertsproblem zurück. 
Ich werde den Satz A sowie den Satz II nicht unmittelbar 
beweisen, sondern gleich in einer etwas allgemeineren, aber 
nicht schwieriger zu beweisenden Fassung. Ich werde nämlich 
nicht mehr voraussetzen, daß y innerhalb des Konvergenz- 
gebietes der Reihe g(s) liegt, sondern zulassen, daß Rs) =y 
die Grenzgerade desselben gegen das Gebiet der Divergenz 
bildet, und werde zeigen, daß der Satz A nebst seiner Erweite- 
rung für nicht ganzzahliges » selbst dann gilt, wenn nur g(s) 
auf der Geraden N(s) = y Konvergiert und überdies noch die 
durch zweimaliges gliedweises Differentiieren gebildete Reihe 


= Cm 102° m 
MN 


m’ 
| 

in dem reellen Punkte s = y’ konvergiert.- Ebenso" gil dien 
Satz II behauptete Mittelwertsformel (4) stets dann, wenn f(s) 
auf der Geraden N(s) = ß absolut konvergiert und g(s) auf der 
Geraden N(s) =y so stark konvergiert, daß auch noch g”(y) 
konvergent ist. Übrigens folgt aus dieser letzteren Voraus- 
setzung der Konvergenz von g”(y) schon, daß die Reihe g(s) 
auf der ganzen Geraden N(s) =Yy konvergiert und sogar auf 
jedem endlichen Stücke dieser Geraden gleichmäßig konver- 
giert; dies macht es uns erklärlich, weshalb es nicht mög- 
lich ist, die Mittelwertsformel dann zu beweisen, wenn außer 
der absoluten Konvergenz der Reihe f(s) auf der Geraden 
W(s) = Bß und der Konvergenz der Reihe g(s) auf der Geraden 
Ns) = y nichts weiter vorausgesetzt wird. Ich bemerke, daß 
dagegen in Satz II wie hier die Gerade N(s) =ß die Grenz- 
gerade des Gebietes der absoluten Konvergenz der Reihe f(s) 
sein darf, falls nur auf ihr absolute Konvergenz stattfindet. 

Aus diesem erweiterten Satze folgt natürlich unmittelbar 
der Fundamentalsatz A und der Satz II. Denn liegt y innerhalb 
des Konvergenzgebietes der Reihe g(s), so konvergiert natürlich 
die durch zweimaliges gliedweises Differentiieren gebildete 
Reihe g”(s) im Punkte s=y; dann konvergieren ja sogar alle 
durch sukzessives gliedweises Differentiieren gebildeten Reihen 
in diesem Punkte. 
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Nachdem in 8 2 Hilfssätze vorangestellt sind, werde ich in 
83 die erweiterten Sätze A und II beweisen. In $ 4 setze ich 
voraus, daß beide Reihen f(s) und g(s) ein Gebiet bedingter 
Konvergenz besitzen, und beweise folgenden Satz, in welchem 
die Gültigkeit der Mittelwertsformel in weitem Umfang auch 
dann gesichert wird, wenn beide Reihen auf der Integrations- 
geraden nur bedingt konvergieren: 

II. Es sei die Reihe f(s) für R(s)>a, wenigstens 
bedingt konvergent, für Ks)>a,+r, absolut kon- 
vergent,> wort, >00 ist, und es sei die Reihe g(s) für 
R(s) > a, wenigstensbedingtkonvergent, fürf(sS)>a,-+r, 
absolut konvergent, wo >60 ist. Es seien ferner die 
Zahlen B>a, und >, so beschaffen, daß 


ER) Ts N (7) 
2 Ta 
ist. Dann gilt die Mittelwertsformel 
Du1Cn 


nibadLisifwkr ' | S 
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In Satz III sind der von Herrn Landau in 8 15 seiner 
»Beiträge zur analytischen Zahlentheorie« aufgestellte und 
sehr komplizierte Satz XVII sowie natürlich auch die von ihm 
unter der Numerierung XI bis XVI aufgeführten Spezialfälle 
desselben enthalten, und er besagt mehr als alle diese Sätze. 
Ich werde ihn durch Anwendung des Cauchy’schen Integral- 
satzes leicht auf den Satz II zurückführen können, also durch 
Benutzung desselben klassischen Hilfsmittels, dessen Anwen- 
dung auf die vorliegenden Probleme Herr Landau mit seinem 
Satze XVIII besonders betont hat; der eigentliche Kern der 
vorliegenden Resultate beruht eben in der Auffindung und dem 
Beweise des Satzes Il. 

Setzt man speziell im Falle reeller Koeffizienten die Reihe 
&(s)=f(s) und versteht im Falle komplexer Koeffizienten 
unter g(s) die Reihe, welche entsteht, wenn in f(s) alle Koeffi- 
zienten b„ durch ihre konjugierten Werte ersetzt werden, so ist 
er eitE>50: Dannınimmefün Briybeus die 
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Bedingung (7) die Porto + an, und man erhält genau 


die Gültigkeit der Mittelwertsformel (2) in dem an der ne 
der Einleitung behaupteten Umfange. 

In 85 werde ich für diese letztere atsanha eine a 
Beweisanordnung angeben, die sich nicht auf die Sätze A 
und II stützt und sich übrigens etwas mehr den Landau’schen 
Entwicklungen: annähert; hierbei werde ich jedoch .auf die 
Voraussetzung (3) nicht Verzicht leisten können. 

In 86 beschäftige ich mich mit Grenzfällen, die.durch die 
Sätze L II und III noch nicht erledigt sind. Der Satz II be- 
handelte den Fall, wo die Reihe f(s) auf der Integrations- 
geraden N(s) = ß absolut konvergiert, während die Reihe g(s) 
auf der Geraden R(s) = y nur bedingt zu konvergieren braucht. 
Ich nehme nun an, daß zwar N(s) =ß die Grenzgerade des 
Gebietes der absoluten Konvergenz ist, daß aber auf ihr die 
Reihe f(s) nicht mehr absolut, sondern nur noch bedingt kon- 
vergiert. Dann sind zwei Fälle möglich: entweder besitzt f(s) 
jenseits dieser Grenzgeraden noch ein Gebiet bedingter Kon- 
vergenz oder dies ist nicht der Fäll. Im ersteren Falle werde 
ich, um etwas Neues zu erhalten, in Bezug auf g(s) zulassen 
müssen, daß die Gerade N(s) =y, auf welcher g(s) ebenfalls 
nur bedingt konvergieren soll, die Grenzgerade der bedingten 
Konvergenz gegen das Gebiet der Divergenz ist;! im zweiten 
Falle werde ich voraussetzen, daß diese Gerade N(s) = y ebenso 
wie bei /(s) die Grenzgerade des Gebietes der absoluten Kon- 
vergenz ist und werde also den Fall zweier auf den Grenzgeraden 
der absoluten Konvergenz, welche zugleich die Integrations- 
geraden sind, nur bedingt konvergenten Reihen zu behandeln 
haben, :wo bei beiden "Reihen die Existenz eines 'Streifens 
bedingter Konvergenz nicht vorausgesetzt wird. In. beiden 
Fällen werde ich Voraussetzungen über die Größenordnung der 
Koeffizienten machen müssen. Ich gebe hier die beiden so 
‚angedeuteten Sätze IV und.VII nicht in vollem Wortlaut an, 
sondern weise nur darauf hin, daß ich sie wie den Satz Ill 


1.Dann it ß=0, +7, Y= us, so daß die linke Seite von (7) den Wert 1 
hat, also:der.Satz Ill:versagt.' a re DE Be 
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ebenfalls mit leichter Mühe auf den. verallgemeinerten Satz Il 


zurückführen kann,:und zwar:mit Hilfe der unter gewissen 
ee gültigen Transformationsformel 


im en ‚Cm: 
En a : a 


ee m—?2 


+0 er log 
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N=2 


Aus dem en Satz II und Satz IV werde ich 
sodann — wie schon oben angekündigt — einige Fälle (Satz V 
und VI) ableiten können, in welchen beireiner Keines.die Lür 
= a. wenigstens bedingt, für s>a-+tr absolut konvergiert, die 


Mittelwertsformel (2) nicht nur je o>0-+ = sondern sogar 
noch auf der Geraden Re REN besteht, In dem Satze VII 


endlich sind zwei Tate Pe zur Theorie der Zeta- 
funktion enthalten, welche Herr Hadamard an der zitierten 
Stelle als fraglich hingestellt und Herr Landau (ebenfalls an 
der zitierten Stelle) bewiesen hat. Es sind dies die beiden 
Formeln: 

+0 


ee CO) = r 


ae 


im? 2 
2,=100 


| pe 3 
arm BGEHZIE Alor3 Fa) 


Der letzte $ 7 ist Anwendungen auf die Theorie der Zeta- 
funktion gewidmet, die ihr Verhalten in dem Streifen O0 <s<1 
betreffen. Zwar 'koönvergiert‘'die Dirichlet’sche Reihe für die 
Zetafunktion nur für #> 1; aber in dem Streifen O<s<1 gilt 
für die Zetafunktion eine Integraldarstellung, die der bei meinen 
Beweisen auch in .der. Tat’ benutzten Integraldarstellung 
Dirichlet'scher Reihen vollkommen ‚analog ist. So lassen sich 
sämtliche im Vorhergehenden gewonnenen Sätze auf die Zeta- 
funktion.--übertragen; sie verhält sich -in Bezug auf die Mittel- 
‚wertseigenschaften genau so. wie: eine, Dirichlet'sche Reihe, die 
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in dem Streifen 0 <o=<1 bedingt konvergiert. Ausgenommen 
ist natürlich überall die Gerade o—=1, auf welcher ja der Pol 
der Zetafunktion liegt. Die so angedeuteten Resultate sind auch 
für die Zetafunktion sämtlich neu. Ich erwähne nur zwei der- 
selben: das Produkt n°&(s) hat auf jeder vertikalen Geraden 
mit positiver, aber von 1 verschiedener Abszisse für jedes 
positive n einen endlichen bestimmten Mittelwert, und zwar 
den Mittelwert 1, wenn » eine ganze Zahl ist, sonst den Mittel- 
wert 0; selbst der Spezialfall 21 -d+h. die Tür jedes 2 
(exklusive s = 1) geltende Formel 


ee 
DE gi (+ i) Is 


ist in dem Streifen O<co<1l bisher noch nicht aufgestellt 
worden. Zweitens möchte ich hier noch die Formel 


a 
lim Br IS(o+t)|?dt = L(20) 


rer re 


betonen, welche nach dem Satze I für o> 1 gilt und welche in 


dem Gebiete — <o<1l schon von Herrn Landau 
bewiesen worden ist. Sowohl die Methode des 8 4 als auch die 
Methode des 85 ergeben hier, daß diese Formel nebst den 
analogen Formeln für das Quadrat des reellen und imaginären 
Teils sowie für das Produkt aus reellem und imaginärem Teile 


sogar im Streifen 2 — oe eilt: 


Ich habe die vorstehenden Resultate nur für die Dirichlet- 
schen Reihen (1) im engeren Sinn entwickelt; natürlich gelten 
sie auch für die allgemeineren Dirichlet'schen Reihen der Form 


[0,0] 


ob 2 ane-\ns, 


=1 


wo die A, eine beliebige Folge positiver, monoton ins Unend- 
liche wachsender Zahlen sind, für welche die Gleichheit zweier 
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auf einander folgenden A, ausgeschlossen und sogar genauer 


bei jedem 6 >0O 
1 


öl 
nn a A 8 
In — Am—1 ( ) 


ist. Diese Bedingung ist natürlich in dem hier behandelten 
Spezialfall A, =log» reichlich erfüllt, da dann die linke Seite 
von (8) die Größenordnung m hat und in der Tat 


m—=O (enD"), 
log m = O((m—1)?) 


ist. Ich habe mich auf die speziellen Reihen beschränkt, um 
einerseits die Grundzüge der folgenden Entwicklungen schärfer 
hervortreten zu lassen und weil sich andererseits bei einer Über- 
tragung der im Vorstehenden angedeuteten Resultate auf die 
allgemeinen Reihen keine prinzipiellen Schwierigkeiten ergeben.! 


$ 1. Der Mittelwertsatz bei absoluter Konvergenz beider 
Reihen auf der Integrationsgeraden. 


Die Grundlage der vorliegenden Arbeit bildet folgender 
Satz von Herrn Hadamard, dessen Beweis ich in der Form 
reproduzieren will, wie ihn Herr Landau an der zitierten Stelle 
wiedergegeben hat: 

rewenn die Dirichletsche Reme 


[0,0] 


=) 


n=N\ 


für K(S)=B und die Dirichlet'sche Reihe 


[0,0] 
Cm 


gay —: 
m—i 
ehe) er Dabsoluti skonvergiet8s0 existiert für 
positives o 
1 Diese Übertragung ist unterdessen von Herrn Landau, dem ich die 
vorliegende Arbeit im Manuskript übergeben hatte, in seinem Werke: »Hand- 


buch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen.« (Teubner, 1909; vergl. 
Bd. II, p. 776 bis 819) durchgeführt worden. 


[1452] 


14 W. Schnee, 
et 
lim —— een, 
= 20 I, 
und ist 
A byCn 
Br PH i (9) 


m 
Daß hierbei die Reihe (9) absolut konvergiert, folgt un- 


mittelbar aus den Voraussetzungen. 
Beweis. In der'Doppelreihe) - 


FE+HH) EC) = \ De ee 


a—ı, mi 


= DC ei \ b Be m \H 
NER NN n Mm 
> La. n® . m\ ) er 


+ 


Petr 
n = 
nm 
konvergiert die Summe der absoluten Beträge, und zwar gleich- 
mäßig für alle t. Daher ist zunächst | 


> 


"year ud 


—(#) 


az 
Ber 
also ist wegen der im Falle » ne m gültigen Formel 
= a = 1 a ve en 
I —- VW N i ılo 2 z “ 2 Ude: 
| ı 108: 1 3 
: sin (010g — | RUN | 
2 je :M mi tiechA ahnemelkia) 


| 
S|S 
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a hd 


— i 
Mm 
sin (0 log — 
2 =) Dun —+ \ S a Cm #2 2 (1 3) 
nPtr n?mX - m 
n=1, n=1i ml RE 


nm 


Die Doppelreihe auf der rechten Seite von (13) ist für alle 
@>0 gleichmäßig Konvergent, da stets 


m 
sin (0 log =) 
scyl 


0) log —— | 


0) 
\ ee 1d,| ka 
n® m 


nem 


ist und 


konvergiert; ferner hat jedes Glied der Doppelreihe für © = 
den Limes OÖ; aus (13) folgt daher die Behauptung 


‚im en IDEE) dir sr Ei, (4) 


| 


Ein genaueres Studium dieses Beweises zeigt die ganz 
besonderen Schwierigkeiten, die zum Existenzbeweis der 
Mittelwertsformel in dem Falle zu überwinden sind, wenn eine 
der beiden Reihen auf der Integrationsgeraden nur bedingt kon- 
vergiert. In diesem Falle würde bei demselben Ansatz im all- 
gemeinen die Gleichung (10) nur bei bestimmter Gliederanord- 
nung gelten; diese müßte so beschaffen sein, daß die Doppel- 
reihe gleichmäßig für alle Z eines beliebigen Intervalles — 
bis +w konvergiert, wenn die gliedweise Integration und damit 
die Gleichungen (11) und (13) gerechtfertigt sein sollen. Der 
springende Punkt ist natürlich am Schlusse der Beweis der 
gleichmäßigen Konvergenz der auf der rechten Seite von (13) 
stehenden Reihe für alle positiven ®; denn nur dieser berechtigt 
uns, anstaft erst die Summation nach » und m auszuführen 


16 W. Schnee, [1454] 


und dann zur Grenze ® = © überzugehen, gleich von vorn- 
herein in jedem einzelnen Gliede der Doppelreihe zur Grenze 
® = ©» überzugehen und daraus, daß bei diesem Grenzüber- 
gang jedes einzelne Glied der Doppelreihe verschwindet, den 
Schluß zu ziehen, daß auch die Doppelreihe selbst für = © 
gegen Null konvergiert. Diese Schwierigkeiten mehren sich 
noch, wenn beide Reihen auf der Integrationsgeraden nur 
bedingt konvergieren, und sind nur durch Umformungen, die 
schließlich doch wieder zu absolut konvergenten Reihengebilden 
führen, zu überwinden. 

Ehe ich in $ 2 zu meinen eigenen Untersuchungen über- 
gehe, möchte ich zuvor noch eine von Herrn Landau auf- 
gestellte und in $ 14 der zitierten Arbeit bewiesene Mittelwerts- 
formel anderer Art entwickeln, auf die ich später zurückkommen 
werde. Ich formuliere gewisse hierbei auftretende Umformungen, 
die in der Folge öfter vorkommen, gleich etwas allgemeiner, als 
dies für den vorliegenden Zweck nötig wäre. 

i@E8 sei 


16%) 
Cm 


m 


88) = 


m=1l 


eine beliebige Dirichlet'sche Reihe, die in dem Punkte sy 
konvergieren möge, und es werde üecm = 1 2.2: 


m 
C, 
NR rasen =. 
m y1 


vd 


sowie 8, = 0 gesetzt. Dann ist für beliebige positive ganze 
Zahlen p und qg, wog >p ist, und beliebiges s 


q q 


q 
Cm __ 1277 1 1 
Gate 
p 


m=p mM—=p I, 


NDR u 
TE Dt a 


MmM=rp 
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Hieraus folgt einerseits bei geraden Integrationswegen 


Cm m+1l dz Sn S, 
2 FACE) — \ Gere |, DSH pP Far 


m= m=p 


andererseits, wenn g(y) = S gesetzt wird, 


SR 1 1 
DEINEN urn 
Aero) Tr an 


7 m-+1 dz 
no es | nn. 


eg 
ar ja 


Es sei nun R(s)>y. Dann darf man in dem ersten Gliede 
der rechten Seite von (14) zur Grenze g = oo übergehen,! da 
infolge der vorausgesetzten Konvergenz von g(y) die dort auf- 
tretenden Koeffizienten S,, für alle »z unterhalb einer festen 
Schranke liegen und das Integral 


ende 
» „ltr 
wegen s>y konvergiert. Da ferner das dritte Glied der rechten 
Seite von (14) fürgq = oo gegen Null konvergiert, so konvergiert 


bei jedem s der Halbebene R(s)>y auch die linke Seite von 
(14) für g = ©, und zwar wird 


oo oo 
Cu m m+1 dz SET 
2 Pr 22 Ber: |, wa De os 


1 Die Formel (15) wird erst in 8 3 angewendet. 


W, Schnee. 2 
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wo also die rechts stehende Summe absolut konvergiert. Dies 
ist der Grund, weshalb diese Umformung in vielen Fällen sehr 
nützlich ist; und die ganze Theorie der Dirichlet'schen Reihen 
würde sehr durchsichtig und einfach sein, wenn nicht hierbei 
ein Faktor sS-y=0—yY-+fi aufträte, der mit 2 zugleich un- 
endlich wird. 

2.>Halsssatz, Rssser dierkeihe 


= Cm 
, 


mi 


für 0>a konvergent, für s>a+r absolut konvergent, 
undes Sei.c>0., Dann..ist, wenn ‘ "eine bene 
kleine Zahl >O bedeutet, für alleo“des Intervalles 
o+EeZS0=Z0-+r7+e gleichmäßig 


gs) =zglo-+Hti) = O Vz. 


wo sich die Abschätzung auf positiv oder negativ 
beliebig groß werdengss Lbezien.. 
Beweis: Wir gehen von der Formel (16) aus, in der 


1=a+ - gesetzt werden soll, so daß also die Koeffizienten 


Mi 


\ | C, 
Si er s 
an 


1 V 


für alle m» unterhalb einer festen Schranke liegen. Die Ver- 
fügung über p behalten wir uns noch vor. Dann ergibt sich 
durch Hinzufügung der Anfangsglieder: 


et, 65, 3 & m-+1 dz 
ey are er 
m Y% 2 5 Be, 
m=1i m—=p zZ 2 
u Er +ti 


p 


1 D.h., es läßt sich eine von o und Z unabhängige Konstante C so finden, 
daß für jedes o des Intervalls He So Sa+17-+-s, verbunden mit jedem |2|>1, 
0 RE 


ist. ec+)l ck, =. 
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Hieraus folgt gleichmäßig für alle os des Intervalls 


a HEe=ZS0=ZQS90+7+s wenn sich die Abschätzung auf große 
Werte von p und ? bezieht: 


5" Ion m+1 dz 1 
iR, @) t O| 
88) 7 » | [ Ra N a— ee he ee 


m—i m=p pP . 
lol | 
C 
=) m pe ttte—s ala“ Fee 
@-+t-}8 > 
m—1 & E au 
1 \ 
> o( 
wage y 
ry—1 N 
. en 2 ! 
N a4 +3 TI Te 
= (®) ? = 2 ee) + O0 | E nen 
— KB 2 
nl ars 2 5 
1 
+ Ö e & 
Da 2 
lc! L fl \ 
C, 
za rer m! en 
og r D A) ä o( ge ie 
m—1 > £ = 
1 
+ o( s 
a 


— O(pette) 4 De | 


Es werde nun die Zahl p als die größte ganze Zahl s |£| 
definiert; dann folgt: | 


a-T+2— er 


29 = olii 4 yam : | 
= oe 


was bewiesen werden sollte. 
2% 
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Ich gehe nunmehr zum Beweise des angekündigten Mittel- 
wertsatzes über. Dieser lautet: 
Die Dirichlet’sche Reihe 


sei für R(s)>a konvergent. Dann ist für jedes reelle 


9 >a 
1 ? +0 
lim E gu +t)dt=c.. 


= 00 0) = 


Beweis: Da die Reihe 


oo 
RE Cm 
ge, +) = = met 
m—l 


als Dirichlet’sche Reihe im Falle 0,>a für -o=1=Se gleich- 
mäßig konvergiert, darf sie in diesem Intervall gliedweise 
integriert werden; man erhält: 


+0 
I g(,+ti)dt =z2c,0o + s 5. e 


m.) ,„ m" 
m—2 


= 20,0-+ e a se! 
m 1 m \m®' mE 


m=2 


oo 


: C 
ee 
L, m°°t®!logm 
m—=2 
[0,0] 


> Cyn 
1) 


m=2 


Nun ist die Reihe g(s), die für N(s)>a konvergiert, sicher 
für Ks) >a+1 absolut konvergent, und die Reihe 


(0,0) 
Cn 


2, m°’log m 


m—=2 


(18) 
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besitzt natürlich dieselben Konvergenzabszissen. Also ist nach 
dem vorigen Hilfssatz, in welchem =1 zu setzen ist, im 
Falle „So-+l 


[0,0] 


Ch 5 
— — (sg —0—E) 

> m»toilog m @.2 ) 
m=2 

[0,0] 

N Me, 

mT®t log m 
m=?2 


wo die Zahl => 0 so klein anzunehmen ist, daß. o,>a-e und 
also 1-(9,—-0—.)<I1 ist; für ,>a+l ist, da dann die 
Reihe (18) auf der Geraden R(s)=o, absolut konvergiert, sogar 


[e,0] [0,0] 


Cm Ca 
——— O(l Nu Bun Sek ). 
£ | m»t+®ilog m 4 L[ı m’ logm u 
m=2 m=2 


In jedem Fall ergibt sich, wenn man (17) durch 2w 
dividiert und dann zur Grenze = oo übergeht: 


+w 
lim 3, g(,u+tti)dt = c.. 


W= 00 —(W) 


8 2. Hilfssätze. 


Das Ziel dieses Paragraphen und des folgenden ist der 
Beweis des Fundamentalsatzes A sowie des Satzes II oder 
vielmehr der in der Einleitung ebenfalls angegebenen etwas 
erweiterten Fassungen derselben. Ich’ stelle, um den Gedanken- 
gang der hierzu nötigen Beweisentwicklungen nicht zu unter- 
brechen, zunächst in diesem Paragraphen vier Hilfssätze voran; 
von diesen ist der zweite schon von Herrn Landau in dem 
zitierten 8 15 seiner »Beiträge zur analytischen Zahlentheorie« 
benützt (und zum ersten Mal aufgestellt) worden. 

Hilfssatzül; Es’sei die Reihe 


oo 
27 I 


=) = 


m—=]1i 
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in der Halbebene R(s)>y konvergent, und es konver- 
giere die durch zweimaliges gliedweises Differen- 
tiieren gebildete und mindestens für R (Ss) >y kKonver- 
gente Reihe PR 
7 ® a Cmlog’m 

m=i1 
noch indem. reellen Punkte Sy. Dannzisr 27.2 
Reihe e(s) indem reellen Pumkteis= ak onyergsenr 0 
esist für beliebig große-ganze Zahlen# 2 


= 1 

Cm Cm 
5-10=-) 5-0(6) 

2m m“ log?’ r 

N NE 

ferneristdieReihe g(s) aufder ganzen GeradenA()=Yy 
konvergentwund"auf: jedem 'endlichenostüeke dieser 
Geraden sogar gleichmäßig konvergent. 

Beweis: Man erhält durch partielle Summation, wenn 
Mm 


rn = > SS log” x 
yr 


el 


gesetzt wird, für jede ganze Zahl > r 


x 


x 
ER Cm log? m 1 
m 2 m“ log? m 


MV MZYV 


y" ( 1 2 
— Di FE GER BERGEN UBS TETTTEOTEEET N sl: 335 38 
Be! log’ m log?’ (m-+1) log? r 
MZHV 
I 
log? (x«+1) 
also ist, da nach Voraussetzung alle S,, absolut genommen 
unterhalb einer endlichen Schranke liegen, 


50 (ee 
mi  L, \logm log?(m-+1) log? r 
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oo 


en er 1 | | 1 
. 2) er m log? en) + Oli ; 


MZ=rY M—ZYV 


! ) 
log? r 


wie behauptet. 


Ebenso ergibt sich: 


Cyn = Cyn log Mm 1 
mt „5 m“ m log? m 


M=YV m=rTr 


1 
=) 5 nr m Fer m (m+1)" log? En) 
MZ=TYT 
ur Ir 1 2 Sr 
r"log?r (+1) log?’(r+1) 


Ei 1 
= 33 Hr rsgrz) de 
2#]0g° 2 


MZYTV 
S; —1. Er Sy 
rlogr (x+1)#log? (x-+1) 


x 
m+1 2 Hi 
el 
R * z'T# log? 2 2. 1#l0og%2 


M=Y 


+ 0( )+ (nn 
log? r log?’ (x+1) 


S fmtHit ot 1 
zo | en a .) 
Fe z108g” 2 » 108" 2 


+0 + ee 
log’ r 10g? (x-+1) 


> x+1 dz x +1 dz 
% of zlog?z Ar of en 


+ o( = E en! 
log“ r log’ (x-+1) 
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Nun konvergieren beide auf der rechten Seite stehende 
Integrale sowie das letzte Glied der rechten Seite, wenn x un- 
endlich groß wird. Es folgt daher die Konvergenz der linken 
Seite und die zugleich auf wachsendes |?| = 1 und wachsendes 


log? | log 4 


= L 1 
REN BER “ 
2 roll wa 
MZV 


Ferner ergibt sich, daß die Reihe auf jedem endlichen 
Stück der Geraden N(s) = y gleichmäßig Konvergiert. 

Hilfssatz 2. Es ist für e>O bei beliebig großen 
ganzzahligen n 


=0g), 
u m!+t: 


Mm 
109-— z 
en 


d.h., die links stehende Summe liegt für alle » unter- 
halb einer festen Schranke! 
Beweis: Es ist für n>2 


1 
m 
m—=1 mit: log 3 
mn N 
N 
5] n—1 
— 1 T 1 
IR ee 
mım T:1log Ge B m!t:log — 
-/—| +1 
2 
2n { 00 
a) 
Se 
a mit: log Pe pas hun log 
ee = 
1 Daß die Reihe konvergiert, ist ohne weiteres klar, da —— für 
m—1 mi-te 
jedes e>0 konvergent ist und der Faktor ———— mit wachsendem m sogar 


beliebig klein wird. 
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mt: (7 
io" m=|[5|+ M 
1 2n 1 1 oo 1 
Sets Auer 
Mm 5 log 2 m!t: 
m—=2n+l 


de ne de 
ife /, 
HA) m=n-+]1 log g7 


Ferner ist 


— O(nlogn) 
und ebenso 
/ 
2n 
1 a Mr 
a Rx LK 
5 N ar 


lo nr 
m—=n+i 8 N 


Bl 


ne ol» % is — O(nlog.n). 


Setzt man beide Resultate ein, so folgt 


[0,0] 

1 
De = 00) +0(- Er nlogm) 
en 108 
a = o( log u) + Oi) 

n 
= 0m+0o( Er) 
— od), 


was bewiesen werden sollte 
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Hilfssatz 3: Es ist für beliebig grogesnz 


n—i dz = dz 
il m a0, | —t 20 
2 710% 1082 log, ; 


»logzlog 


Beweis: Wir beweisen beide Formeln gemeinsam, indem 
wir zeigen, daß die Summe ihrer (positiven) linken Seiten für 
alle »>4 unterhalb einer endlichen Schranke liegt. Zunächst ist 


n—1 dz oo dz 
ee een 
‚ zlogz log m *t: Alogz log : 
-[ Vn da al de 
= 2logz log — Va zlogz log — 


n? dz © dz 
= EBREy7 rn Te 
rt! 2logz log — ”" „logzeloe 
g 8 A 8 g e3 


Nun ist fürs Vn, d.h. für 2 2° 
N 
log = logn—log?=2logz—logz = logz, 
und für 2z> n?, d.h. für ns Vz ist 


zZ 1 
loe»- =" 1082 loe 1002. 1082 = 2 
on 23 gN—=108 2 8 g 


Also ist die linke Seite 


in Vn dz 1 IS dz 
= Da a en 


1 je dz [7 dz 
+ a er 
logn Jn+i log „ *log?z 
N 
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EM 


PET 2 1 ern 
A aräuye gebe Hl hunkinnn \ N 
\ n+ 


logn) Va log v log n ı nvlogv 


n 


2 Vn d 1 rau 
— 0()+ Hi ern | & 
logn) »  vlogv logn In+ vlogv 
N 


n—1 
n 
n—| 


(1os logn—log log 


9 En 
—= O(l) + —— (log log Vn — log log 
log n 


= 


nn. 
log n 


2 
(to log(1+ ) 
logn n—1/) 


ar 1 
— log log (I + we 
log n N / 


1 
log — log — 
= pe +0 — 


zu: 


=0()+ 


= 


Hilfssatz 4: Es ist für beliebiges positives wo und 
beliebiges von 1 verschiedenes %>0 


1 ae 2 
— tigt dt < . 
Dann log | 


Beweis: Man erhält durch partielle Integration unter 
Benutzung von Gleichung (12) aus $S 1: 


+0 4 1 i 0) j +0 , 
ai | ve) — f dt 
er: log % —»  log% Ju 


| 9 si $ 
0) (gig) — sin (w log ») 
log $ log % log 


—— 


D) 
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ar +0 Me cos (w og 7 1 sin (wlog d) 
Inh log % log % oa log % 
+® 
— Fi oa 
Du), log #| log ®| 
— 2 z 
log $| 


Zusatz: Ist c eine beliebige Konstante, so ergibt sich 
ebenso füro m] 


52 Ar) A | 2 c.sin (w log %) 
Fe (c+&ti)% les log $| + To 
2 el 
— l10g%| o |log ®| 
2+|c| 
— log ®| 


8 3. Die Koeffizientendarstellungsformel und der Mittelwert- 
satz bei absoluter Konvergenz der einen Reihe, aber bedingter 
Konvergenz der anderen Reihe auf der Integrationsgeraden. 


Als Es sei die Reihe 
[o'e) 
ae 


mS 
ml 


Es) 


in der Halbebene K(sS)>y konvergent, und es konver- 
giere. sogar! die. durch zweimaliges Differenaulr rn 
gepiideie Keine 


er log? m 
ui m 
EN 
m=i 


1 Anstatt dessen würde es hier wie überall im folgenden genügen, daß 
die Summe der m ersten Glieder der Reihe g”(y) für alle m absolut genommen 
„nterhalb einer festen Schranke bleibt. 
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nochin demreellen Punktes=y, sodaßa fortiori die 
Reihe g(s) auf derganzen Geraden (s) = ykonvergiert. 
Dann ist für positiveganze Zahlen n 


le a | 
im ——— n"gr+ti)dt = r : 


= 00 —(ü 


und es besteht diese Gleichung sogar gleichmäßig für 
alle positiven ganzen Zahlen m. 

Mit diesem Satze ist, wie in der Einleitung bereits hervor- 
gehoben, zugleich der dort aufgestellte Satz A bewiesen. Ebenso 
ergibt sich der am Schluß von $ 1 bewiesene Mittelwertsatz, 
wenn n = 1 gesetzt wird, und sogar noch etwas mehr. 


Beweis: Ich beweise zunächst den aufgestellten Satz 
unter der Voraussetzung, daß g(s) auf der Geraden R(s) = 
absolut konvergiert. Natürlich kann ich in diesem Falle die 
Voraussetzung der Konvergenz von g”(s) im Punkte s=y 
fallen lassen. 

Da die Reihe g(s) auf der Geraden W(s) =y absolut 
konvergiert und daher auch, wie unmittelbar einleuchtet, auf 
dieser Geraden gleichmäßig konvergiert, darf sie auf jedem 
endlichen Stück dieser Geraden gliedweise nach Z integriert 
werden, also auch ihr Produkt mit n”. Das gibt, wenn die 
Formel (12) des 8 1 angewendet wird, 


1 = 
ti 
Bas n g+Hd=;, ae gi Fa 


SE m—]l 


N) fi 
BL: =) C em en di 
mi EEENM 


m—]1 
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Also ist für jede positive ganze Zahl =>2 


r—1 
1 une £ 65 1 
| nägy+tl)dt — —- =. home ;; ie ad NE 
2 n\ im“ n 
Se | m=1 0) og 
mn m 
a 
Cm 
DE ee m j (19) 
MZr 
mn 


wobei eben das Glied m = n in derjenigen Summe herausfällt, 


R s i ; N C 
in der es sonst auftreten würde. Nun ist, da die Glieder = 


für alle m absolut genommen unterhalb einer festen Schranke 
liegen: 


r—1 | | ' vr—|1 1 vr—1 1 
DI |Cm \\ 
ee —— 0 m? 
m‘ n n De: Mm 
n—=1 log Kar m=i log IE m—i Mi“ log 
mn mn ed mZN e 
r—1 
old, 
0 Mm 
m— 1 M log ee 
mn M 
f oo 1 \ 
> olr: : 
| ı m? |log Fr 
m = se 
\ MEN 2 


wo sich die Abschätzung auf wachsendes 7 nebst wachsendem 
n bezieht, also nach Hilfssatz 2, der für e = I angewendet wird: 


m 1 
> En ee 
Rn 10 en 
SE 


m—]1 


mZEN 


Es existiert daher eine von ® und » unabhängige Kon- 
stante (, so daß für die linke Seite von (19) die Abschätzung 


c x — los 
Braen Ee 
1 [0) mN 


1 I Yy+H cR 2 
2% w En EN i) 7% n 
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gilt. Nun ist nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl 5 >00 
die Zahl r so groß anzunehmen, daß das zweite Glied der 


6. 
rechten Seite < 2 wird, und nach Wahl dieses r läßt sich eine 
Zahl o, = w,(6) so bestimmen, daß für alle > w, auch das 
Ö 
erste Glied der rechten Seite!< > wird. Dann wird die linke 


Seite <ö, womit die Gleichung der Behauptung und auch ihr 
gleichmäßiges Bestehen für alle » schon bewiesen ist. Aber es 
kommt eben gerade darauf an, den Satz auch im Gebiete der 
bedingten Konvergenz nachzuweisen. 

Nach der Formel (15) des $ 1 ist für 


m 


2 C, 
ee 


vi 


S=$) 


bei beliebig großen ganzen Zahlen pundg=>p 


Cm an WE 
> mit -) 2 @f' ir ) 


m=p mn 


Een er (20) 


Die rechts stehende Reihe, die nur endlich viele Glieder 
hat, darf im Intervall —oa <s?=<o gliedweise integriert werden, 
auch nach Multiplikation mit »“. Dann ergibt sich 


et, En a} 
mit! 
0) 


m 2 


+0 m+1 \ti 
ae: =) Be nl 2: Ze dt 


n 70) 7) \f 
— (21-9) er (a) a ) de. 


Wir setzen nun voraus, daß die ganze Zahl » entweder 
—poder >g-+I ist. Dann ist sicher „Ep und n=Eg-+1, so 
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daß wir in den beiden letzten Gliedern der rechten Seite die 
Integration nach der Formel (12) des 8 Il ausführen können; im 
ersten Gliede der rechten Seite dürfen wir die beiden Integra- 
tionen vertauschen. Wir erhalten dann, wenn noch durch 2o 


dividiert wird: 
q 
1 in SE c 
ti 22 
el n \ — dt 


[63] 


m=p 
q m+1 dz 1 +o 27 fi 
=.) | el “(e = 
M—YPp 
sin (olog a sin (0 log . 
>78 1 
(+ 
(0) Rs oa log Ben, 


Auf das erste Glied der rechten Seite wenden wir nun die 
infolge der vorausgesetzten Konvergenz von g”(s) im Punkte 
sy nach Hilfssatz 1 gültige Formel | 


Sm — I a | (21) 
log? (m +1) 

an; da ferner infolge unserer Annahme »<podern>g-+lin 

den dort auftretenden Integralen sicher z=En, also - ee ee 

ist, so dürfen wir auch das Ergebnis des Hilfssatzes 4 


+w Br 
ef u[®) 4 = a. 
20.1.3, 2 N 


] Bas 
08" 


anwenden. Auf die beiden letzten Glieder der rechten Seite 
wenden wir ebenfalls die Abschätzungsformel (21) sowie die 
Beziehung 


sin (0 log = 
m 


a lo . 
Di 


4 
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an. Dann ergibt sich 


28 N 


‚mM 


q 
m-+]1 
ee ve rt 
log’ (m-+1) | N log? p 
m=p ji % ‚log [ee 
1 
ee 
log? (+1) 


1 g+1 dz 1 
ul lo ı\ n +0(; 2 ) 
SP Jr zlogz|log = s? 


Nun ist im Falle » >g-+1 sicher +1=n-—1 und im 
Falle an <p sicher p=n-+1, so daß auf das rechts stehende 
Integral eine der beiden Formeln des Hilfssatzes 3 anwendbar 
ist, die natürlich auch bei kleinerem Integrationswege gelten. 
Wir erhalten (natürlich auch für = 1,2,3,4): 


q 
1 Fan > 1 | 1 
ne ti Le = BR FR « 
20). 2 mitt ER logp log? p 
m=Pp : 
ol) ” 
ZH ) 


Es ist leicht zu sehen, daß diese Formel auch dann gilt 
wenn anstatt q die obere Grenze oo gesetzt wird. Wegen (21) 
darf nämlich in (20) zur Grenze g = oo übergegangen werden, 
da die rechts stehende Summe infolge der Konvergenz von 


TIERE 
p 2 log? z 


absolut konvergiert. Das gibt 


S Em rl de Sp _1—S 
N ti =) (Im 5) (ff rs ee 


m=p m= 


W. Schnee. 3 
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Auch hier darf die rechts stehende Reihe infolge ihrer 
absoluten Konvergenz im Intervall —o=SI!=o gliedweise 
integriert werden, und alle weiteren Schlüsse gelten dann wört- 
lich wie oben, wenn die ganze Zahl n < p ist. Aber es wird 
eben auch der Fall, daß g endlich und » > q-+l ist, gebraucht 
werden. 

Mit diesen einfachen Ergebnissen ist der aufgestellte Satz 
in seinem wesentlichen Teile schon bewiesen. Es ist nämlich 
für ganzzahliges r > 2 und jedes » (im Falle » =1 fällt in der 
folgenden Entwicklung das vorletzte Glied fort): 


Ri ng yHt)di 
a n"’gytu 
ZORS 
r—1 oo 
+® RT Cm ee 2 nt Br 
DE Pre Seo Re: mt 
nA MZN 
mZzn—,n mzZn—1,n 


1 are 1 ; 1 FsilyAnE 
RER Hi N Hi N 
2o ie er (n RR 1) di + 20 n ”% tt di, (23) 


wobei die Summationsvorschrift m E&n—1,n bedeutet, daß die 
Glieder mit den Indices m = n—1l und m =n dann wegfallen, 
wenn sie in den betreffenden Summen sonst auftreten würden. 
Im ersten, dritten und vierten Gliede führen wir die Integration 
nach der schon wiederholt benutzten Formel (12) des S1 aus 
und erhalten weiter, wenn das letzte Glied der rechten Seite 
von (23) an die erste Stelle, das zweite Glied dagegen an den 
Schluß gerückt wird: 


E N N N 
N sin | we log — sin |olog 
ren 0 > Cm M Cn—1 | 


m‘ N (n— 1)1 


1 + : = > 
Er MZY 
mZFZn—1,;,Nn 
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Auf das letzte Glied der rechten Seite wenden wir die 
Formel (22) an, deren Summationsgrenzen p und q im Falle 
a mar 1, durch snie, Gleichungen,» — r,_ qg =, im 
Falle a = r durch die Gleichungen p=r+1l,q9= », im Falle 
n=9r+1 durch die Gleichungen p =r+2,qg = © bestimmt 
sind; im Falle n = r+2 zerlegen wir die m-Summe dieses 
Gliedes in zwei Teile mit den Grenzen p=r,qg=n-—2 und 
p=zn+l,9g=m. Dann ist stets entwederna <poder n>gqg-+]; 
und da in allen Fällen => r wird, so ergibt sich aus (24): 

1 en, 
CR n"g(y+ti) dt 


—{) 
v—1 


27 4,8, ‚ze S ca, 1 N 
n\ 0) mX\ | m | 
log — 


| 
mZzn—l,n 


sin ( log 
Cyn—1 er n—1 a o( 1 
(n— 1) n logr /' 


l 
a log N 


+0 


Das dritte Glied rechts behandeln wir verschieden, je 
nachdem na—-1=<r-—1 oder n-1>r ist; im ersteren Falle 
schätzen wir es wie die einzelnen Summanden des vorher- 
gehenden Gliedes ab, so daß es einfach zu dieser Summe 
hinzutritt; im letzteren Falle ist, da wegen der Konvergenz von 
&"(y) das allgemeine Glied dieser Reihe für alle (»—1) unterhalb 
einer festen Schranke liegt: 


SL WO ee 
Cn—1 n—1 (en 


een) teren) 
ee 


oa log 
1 
ol) 
log? r 


so daß es in dem letzten Gliede der rechten Seite aufgeht.! 


c 
1 Man beachte, daß das erste Glied rechts —" eine ganz andere Rolle spielt, 
X 


obwohl im Falle a„—1>r die obige Abschätzung für dieses auch gelten würde, 


3% 
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Hiernach erhalten wir wie im Falle der absoluten Kon- 
vergenz: 


ce 1 | 
zofdrylal ln \rofk re ae 
0 Lu mM m log r 
| 020 > 
mFEN er 
I 2 1 
ren 
0) m log r 
| m—|1l m? ioe 
mFN % / 
ee { 1 
zo +0) 
a log 2t ” 
MN 
V ‚ 
> — EBSIEU NN 26 
0) +0) (26) 


Es läßt sich also eine von n und ® unabhängige Kon- 
stante C angeben, so daß für jedes ganzzahlige Pose n und 
jedes positive ® nebst ganzzahligem r = 2 


N! 
logr 


25 ge are (27 
see n"g(y-Hki) Rn R ) 


ist. Nun sei ein beliebig kleines 65> 0 gegeben. Dann läßt sich 
ein 7 so groß annehmen, daß 


1 “ ö 
os rn 26 


ist, und es läßt sich hiernach eine Zahl w, = w,(ö) so be- 
stimmen, daß auch 

12 Ö 

ze 
st, also für beliebiges » sowie alle > w, der in (27) links 
stehende Ausdruck <ö wird. Damit ist die Gleichung der 


und daß der Beweis falsch werden würde, wenn man durch irgendwelche An- 
nahmen erreichen wollte, daß entweder n—1 “r r—1 odern@ 1 >rist. 
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» 
Behauptung und auch ihre gleichmäßige Gültigkeit für alle 
positiven ganzen Zahlen nz bewiesen. 

Hätten wir nur das Bestehen dieser Gleichung bei kon- 
stantem n beweisen wollen, so hätten sich natürlich die Ent- 
wicklungen wesentlich abkürzen lassen. 

Ebenso wird der Satz bewiesen: 

A”: Genügt g(s) den Voraussetzungen des Satzes 
A’, so ist für jedes positive n, welches keine ganze 
Zahl ist: 

i ! N ARTE 
a Sl n"gy+ti)d —0, 
und diese Gleichung besteht sogar gleichmäßig für 
aiarallieswon den ganzen Zahlen 20,1, 2%. min- 
destens um e entfernt- sind, =zwoa)e">0O beliebig klein, 
aber fest gegeben ist sünd wo natürlich jedenfalls 
e = = ist. 

Beweis: Wir können den Beweis dieses Satzes mit 
wenigen Worten auf den des vorigen Satzes zurückführen. 
Itv= [n], also v<n<v-+1, so schalten wir auf der rechten 
Seite von (23) anstatt der beiden Glieder m = n—1,n die drei 
Glieder m =v—1,y, v+1 aus. Dann fällt auf der rechten Seite 
von (24) das erste Glied fort; an Stelle des dritten Gliedes mit 
dem Index (n—1) treten drei ebenso gebaute Glieder mit den 
Indices v—1, v, v+1 auf, die ebenso behandelt werden, und 
auch auf das letzte Glied der rechten Seite ist infolge der 
Summationsvorschrift m Z& v—1, v, v+1 ebenso wie oben die 
Formel (22) anzuwenden. Es ergibt sich die Formel (25), wo 
links das zweite Glied, rechts die Summationsvorschrift m $ n 
fortfällt, und es ist schließlich beim Schluß auf (26) anstatt des 
Hilfssatzes 2 die genau ebenso zu beweisende Formel anzu- 
wenden: Es ist für jedes positive », das von jeder ganzen 
Zahl 0, 1,2,... mindestens um s entfernt liegt, 


} io; 


|} an 
ii Mm (0) 
m En 
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d. h. die linke Seite liegt für alle solche n unterhalb einer festen 
Schranke. Damit ist der Satz A’ bewiesen; auch hier läßt sich 
natürlich im Falle absoluter Konvergenz von g(y) der Beweis 
ebenso wie bei A’ wesentlich abkürzen. 


Aus A’ ergibt sich schließlich mit wenigen Zeilen das 
letzte Glied unserer Schlußkette: 
I’: Es sei die Reihe 


auf der Geraden R(s)=Pß absolut konvergenr 2; 
die Reihe 


[0,0] 


so by 


m—1i 


in der Halbebene N(s)>y konvergent, und es kon- 
vergiere die durch zweimaliges gliedweises Diffe- 
rentiieren. gebildete Reihe 


hr log? m 
If tech 2% 4 
On 
a! 
noch; in dem:reellen Punkte sy, so. dab a 271777: 
die Reihe g(s) auf der ganzen Geraden NRls)= 5 ko 


vergiert. Dann ist 


we Dar a byc 
im | SEHME—i)dt = Ay Er (4) 


— 8 


ni 


Beweis: Daß die in (4) rechts stehende Reihe konvergiert 
und sogar absolut konvergiert, ergibt sich ohne weiteres aus 
der absoluten Konvergenz von f(ß) und der Tatsache, daß 
‚Iem| 
m‘ 


infolge der Konvergenz von g(y) das Glied für alle » 


unterhalb einer endlichen Schranke liegt. Zu beweisen ist 
lediglich, daß der links stehende Grenzwert existiert und eben 
gleich dem Wert der unendlichen Reihe rechts ist. 
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Es ist wegen der absoluten Konvergenz von /(ß) für alle t 
gleichmäßig 


f@+#) = lim se GR 


ragen 


und nach dem Hilfssatze 1 infolge der Konvergenz von g”(y) 
gleichmäßig in jedem Intervall -os!so 


Cm 
8-4) = lim y en 


a 


Also ist auch gleichmäßig für jedes solche Intervall 


x x 
. . R b Cm 
la | iz A j 


| mil 


so daß man hinter dem Limeszeichen gliedweise integrieren 
darf und schließlich erhält: 


1 pre 
sl fern)sa-ia 


rn 


x x 
BERN \” b, 1 un. 1 dt \” Ch 
ES NER mi—# 


Den m—|1l 


ah u, te di 
rt n En n m Cm i 
=.) mt RR n? ge EB: m. a) 


n—=\i A! m=]1 


I TARA ce 
u IB+HH)EH—E) dd— $> PER 
So: n=1 

x +0 . x 
— lim a 3 u Eu. En (28) 
[0,0] 


20 nt mi n\ 
A! Bu mi 


Andererseits ist, da in der Behauptungsformel des Satzes A’ 
nichts geändert wird, wenn man + durch —t ersetzt, 
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li er (y+ti)dt = lim ae Re Ex 

nn. 20 RR Et 2 Re =: ae ni 
und zwar gleichmäßig für alle a. Also ist nach Annahme eines 
beliebig kleinen 6>0O eine Zahl wo, = w,(6) so zu finden, daß 


für aleo = w, und alle u 


ist, wO 


sein soll. Ein Blick auf den Beweis des Satzes A’ zeigt, daß 
dann auch unter der Voraussetzungx Zn 


Ted 
ER ni 3 we Ri a 


m—i 


Ö 


SC, (29) 


ist; es tritt hier nur bei gewissen Summen anstatt der oberen 
Grenze q = o die obere Grenze 4 = #7 aul.50 deb ars 
schätzungen im Beweise von A’ a fortiori richtig bleiben. Da 
nun in der Tat auf der rechten Seite von (28) die Bedingung 
n =Zx erfüllt ist und (29) gleichmäßig für jedes » nebst jedem 
Zn gilt, so ergibt sich aus (29) für alew > wo, wo ®, nur 
von ö, nicht aber von x abhängt, 


x x 
b Te Ö b 
20 _ er . ep | a — 8: 
n® n” SE & 1) G n® 
il) | ey 


n=zi m—1 


hieraus folgt, da nach (28) die Summe links für x = oo kon- 
vergiert, 


x % 
+0 
im a. er rk =; 
le, 2 nf! m MX E75 


also konvergiert für = oo die rechte Seite von (28) gegen 
Null, mithin auch die linke, womit der Satz bewiesen ist. 


[1479] Mittelwertsformeln bei Dirichlet’schen Reihen. 41 
Es braucht nicht noch einmal auseinandergesetzt zu 
werden, daß hiermit auch der Satz Il der Einleitung bewiesen ist. 


8 4. Der Mittelwertsatz bei nur bedingter Konvergenz beider 
Reihen auf den Integrationsgeraden. 


Aus dem in der Einleitung formulierten und mit IP in 
etwas erweiterter Fassung bewiesenen Satze II werden wir 
nun folgenden Satz ableiten, der sich mit dem Falle zweier auf 
ihren Integrationsgeraden nur bedingt konvergenten Reihen 
beschäftigt: 

In ES serAlieskeine 


oo 


TEN AN. by 
SO=Y 
N 


für 0>oa, kKonvergent, für 0>a,+r, absolut konver- 


gentssdie Keihe 


[0,0] 


Be 


| 


für o>o, konvergent, für 0 > a,+1, absolut konver- 
gent, und es sei >00, „>00. Dann gilt, wenn nur 
Bea > 0, sowie 


Dam NEN Drei EN (7) 
T, T, 
ist, die Mittelwertsformel 
| rar: — buc 
a A - e = nen 
Ay oe e+ti)gy—ti)dt = » a N 


= v1 

Beweis: Infolge der Symmetrie der Voraussetzungen 
über f(s) und g(s) darf ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
tr, angenommen werden. Es läßt sich ferner infolge der 
drei über B und y vorausgesetzten Ungleichheitsbeziehungen 
eine positive Zahl e so klein bestimmen, daß sogar noch 
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B>a,+s, (30) 

Y>a+s, (31) 

ee en (32) 
EN 2 ya tz 


ist. Hieraus folgt durch Anwendung der mit r, multiplizierten 
Ungleichung (32) sowie der Ungleichung (31), verbunden mit 
der aus unserer Annahme 1, =, resultierenden Ungleichung 


T 
jean 
DET 


B=9,)+-4-%) 7 


, a ee 


2 
> u) + el ze 

ES T 
ee ER (33) 


Endlich nehmen wir BZ0,+T, 1=3%+% an, da ja 
sonst eine der beiden Reihen auf der Integrationsgeraden 
absolut konvergieren würde. 

Zu dem eigentlichen Beweise übergehend, bemerken wir 
zunächst, daß die in der Gleichung der Behauptung rechts 
stehende Reihe konvergiert und sogar absolut konvergiert; in 
der Zerlegung 


DaCn ar by ß Cn 
nett 7 Nature new) tr um: 


ist nämlich der erste Faktor rechts das allgemeine Glied einer 
absolut konvergenten Reihe, während der zweite Faktor, da 
der Exponent im Nenner nach (33) einen Wert > a,-+e hat, 
das allgemeine Glied einer konvergenten Reihe ist, also sicher 
absolut genommen für alle » unterhalb einer festen Schranke 
liegt. | 
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Wir wenden nun den Cauchy’schen Integralsatz auf den 
Integranden 


ISER+Y—-S) 


und das Rechteck mit den Ecken ß + wi, (0, +t,+e) + wi an. 
Dies ist in der Tat möglich, da der Integrand innerhalb und 
auf dem Rande dieses Rechtecks regulär ist. Der erste Faktor 
fs) ist nämlich in der ganzen Halbebene s> ß regulär, da ja 
B>o, ist, und der zweite Faktor g(ß-+y—s) ist in der ganzen 
Halbebene s <a, +r,+e regulär, da ja dann nach (33) 


BET arte) > ,-+8 (34) 


ist; also ist das Produkt in dem Streifen BS0=Sa,-+rT,-e 
regulär. Wir erhalten bei geraden Wegen 


B+oi 
SSER+T-N ds 


B—wi 
(+ +E)—wi 
= IS)ER+Y—S) ds 
B—oi 
(u +,+2)+wi 
= FE@+r— Nds 
(a TutE)—wi 
B+wi 
+ FS)ER+T—S) ds; 
(+ +E)+wi 


formen wir alle vier Integrale durch die Substitution s = o+ti 
um und dividieren durch z, so ergibt sich: 


" epr)ga-i)ai 


—@® 


-+ute 
a at F(s—-wi)g(ß+Y—0-+wi)do 
B 


+0 
+ ft, +e+ti)gß4Y-y 1 —e—ti)dt 


—O) 


tu tE 
| F(o+ei) gB-+Y—cs—wi)do. (35) 
B 
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In dem zweiten Integral rechts ist die Reihe für 
(a, +t,t+e+ti) absolut konvergent, und es ist nach (33) 
B+7—-a,—,—2>0,-+s,so daß nach dem bewiesenen Satze ll 
der Quotient dieses Integrals durch 2» beim Grenzübergang 
@ = oo einen bestimmten endlichen Wert annimmt, und zwar 
den Wert 


Du i au DnCn 
yatıte — =) PH j 


uk a: 


‚, Alles ist also bewiesen, wenn man zeigen kann, daß der 
Quotient jedes der beiden anderen rechts stehenden Integrale 
durch 2w beim Grenzübergang ® —= oo verschwindet. 

Nun ist bei beiden Integralen die Länge des Integrations- 
weges ,t+7,+s—ß von @ unabhängig, so daß es hinreicht 
nachzuweisen, daß in beiden Integralen der Quotient des 
Integranden durch 2w gleichmäßig für alle o des Intervalls 
B=ZS°=0,+r,+: beim Grenzübergang ® = ©o gegen Null 
konvergiert. Dazu wenden wir auf beide Reihen f(s) und FIOy 
den in & 1 unter 2 bewiesenen Hilfssatz an; dies ist erlaubt, | 
da für alle diese os sowohl in Bezug auf die Reihe /(s) nach (30) 


U BR Be > 


als auch in. Bezug auf die Reihe g(s) nach (34) und der 
Annahme y Ss %,-+%, 


HE <BHrI— <<, tn te 


ist. Es ergibt sich gleichmäßig für alle s des Intervalls 
PBSSCSQ,+tr,-+e 


SC Fowi)g(p+Y—-° + ei) 


er: ee No ee 
ne, K li (86) 
iR 


= an, cz Ri ö } 


Der Exponent auf der rechten Seite ist eine lineare Funk- 
tion von °, nimmt also seinen größten Wert entweder am 
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Anfang des Intervalls oder am Ende des Intervalls an oder er 
ist im ganzen Intervall konstant; am Anfang (d.h. für so = ß): 
ist sein Wert nach (32) 


IS) 
T 
Q 
en 
-_ 
| 
Q 
DD 
+ 
(u) 
ee 
ii 
+ 
| ® 
h So ke 
N 
a 


am Ende (d.h. fürs = a,+1T,-+e) ist sein Wert nach (33) 


u N ee 
4 Tg t Tg 


_ B-a)+ta)en de |, 
ty 

so daß also im ganzen Intervall der Exponent <1 ist. Der 
Quotient der linken Seite von (36) durch 2 Konvergiert also 
gleichmäßig für alle s des betrachteten Intervalls gegen Null, 
so daß das erste und..dritte Integral auf der rechten Seite 
von (35), wenn beide durch 2w dividiert sind, für = co 
gegen Null konvergiert. Damit aber ist, wie oben gezeigt, der 
aufgestellte Satz bewiesen. | 


Setzen wir 
oo 


b Be 

n 

aOlE=: => 72 w 
el = 


wo b,„ die zu b,„ konjugierte Zahl bedeutet, so ist , =, 4, 
Dee rund wirerhalten tür, — EB -0,da dann 


Er SCH) bndn = |bn|®, 


ist, folgenden wichtigen Spezialfall von ll: 
II: Es sei die Reihe 
ab 
Ay er, 


n° 
Hu 
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füro>a konvergent, für s>a-+r absolut konvergent, 


; Er T 
wo e.>.0218sE,. Dann ist Lür Va 


ten), = 1, 
lim et |f(o-+ti)|?dt = ’3 N 


—d 


| 


Durch Kombination dieses Satzes mit dem am Schlusse 
von & 1 bewiesenen Satze von Herrn Landau erhalten wir 
gleich noch drei andere interessante Formeln. Betrachten wir 
nämlich die Funktion f?(s), so ist diese das Quadrat einer 
Dirichlet’'schen Reihe, also selbst in Form einer Dirichlet’schen 


i T 
Reihe darstellbar, die mindestens für o>o-+ =: konvergiert.! 


Also ist nach dem Satze in $ 1, da der erste Koeffizient von 
T 


2 


1 Em 
lim an I(s+ti)di — be. 


J”(s) den Wert b?’hat, für jedes o > a + 


eo) 


Wir bezeichnen nun den reellen Teil der Funktion f(s-+tz£) 
mit d(o, #), den imaginären Teil dieser Funktion mit x(o, 2). 

Dann lauten die beiden bewiesenen Formeln, wenn der 
erste Koeffizient b, = ß,+ißl gesetzt wird: 


eg on |2u|? 
2 La Ve 
ae 20 ie BTEREEENEE ) n?° ° 


Ms 


im I | "O6 H-6N+2i46 x) 


= B—PBi’+27B,ß, 


1 Vgl. die Arbeit von Herrn Landau: »Über die Multiplikation Dirichlet- 
scher Reihen« (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. XXIV [20 sem. 
1907], p. 81 bis 160), p. 112, Satz III. Es ist übrigens interessant, daß der hier 
zitierte Satz III die Konvergenz der Produktreihe unter unseren Voraussetzungen 


T 
gerade nur füro>a— E sichert, also genau im Gültigkeitsbereich des obigen 


Satzes III‘. 
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Durch Addition und Subtraktion folgt hieraus der Satz: 
Ill”: Es sei die Reihe 


00 


Is) — f(o+#i) —d(,d)Hiy(a, td) = 3 Bl 


n= 
füro>a konvergent, fürs >a-+r absolut konvergent, 
a) OR T A a 
wor>DOist. Dann ist für o>a-+ 7, wenn b, =Bı+tiß 


gesetzt wird: 


+0 22 2 
lim _ 02(o,2)dt = B? + 1 2: |d,| ' 


= 00 Sn DT n2° 
N, 
[NOFHn I 9 [du]? 
li Un b.dise BP ra & 
BR, iB x Pete 2 n2e'? 
NEE 
le; 168 jehe 
lim OPE b(o, t) o6; ) dt == BD:. 
Be — 


Der an dritter Stelle aufgeführte Grenzwert verschwindet 
also, wenn der erste Koeffizient b, der Reihe reell ist. Sind 
sämtliche Koeffizienten reell, so ist übrigens diese letzte Formel 
trivial, da dann für jedes / 


b(0, £)y(o, £) — —b(o, = (5, —!) 


ist. 


$ 5. Direkter Beweis für das Hauptresultat des $ 4. 


Der Satz IIV/, den ich seiner Einfachheit halber in der Ein- 
leitung an die Spitze gestellt habe, erscheint im Vorstehenden 
als Schlußglied einer langen Reihe von Entwicklungen. Man 
könnte fragen, ob nicht, wenn man lediglich diesen Satz (oder 
schließlich auch den allgemeineren Satz IIl) beweisen will, der 
Weg über die Koeffizientendarstellungsformel des Satzes A, 
über den Satz II sowie endlich über die Anwendung des 
Cauchy’schen Integralsatzes ein Umweg ist. In der Tat werde 
ich im folgenden für den Satz Ill’ eine direkte Beweisanord- 
nung angeben, die sich in einiger Beziehung der Landau’schen 
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Methode annähert, aber doch auch die Gültigkeit der Formel 


y 
in: dem ‘Ganzen Gebiete.c > ns (anstatt nur für 


7— 17 
et ru 


wie bei Herrn Landau) sichert, allerdings ebenfalls unter der 
für jedes 6 > O gültigen Einschränkung 


b, = O(net-143), (8) 


Übrigens ist diese Voraussetzung nur im Faller <1 eine 
Einschränkung; im Falle =1 ist sie infolge der Konvergenz 
von f(s) für so > a trivial, fällt also von selbst weg.! 

Ich stelle folgende beiden Hilfssätze voran: 

Hilfssatz 1: Es ist für jede positive Zahl $=E1, 
wenn sich die Abschätzung auf wachsendes w und be- 
liebig nahe an l-gelegenes J.bezieht, 


nr R 5 eyidt — deren! 
Beweis: Man erhält durch partielle Integration: 
is 2 gi dt = u be. + Fr En 19H di 

DD sin a v) + Ol a og 3] cat 
2 

= or sr) + es 
2 

= ologsr) 


Damit ist die Behauptung schon bewiesen; natürlich folgt 
hieraus wegen 


1 negen sin (w log ®) 1 
_— U == —— 
2w Yi a log % “ ajlog »| 


1 Es kann natürlich Si angenommen werden, da aus der Konvergenz 
von f(s) für 5 > «a absolute Konvergenz für >«—-1 folgt. 
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für jede beliebige Konstante c? ebenfalls 


A "ermma=ol ) 
20 Jay log ®#| 

Du Ssagz2. BES 5er x Dündfereine,beliebig kleine 
Zahl >O0. Dann existiert eine absolute Konstante (, 
sozdanrturniede positive ganze Zahfp nebst beliebig 
giondem,u sowie für jede posuwe panze Zahlg = 2 
nepst Delienigem v des Intervalls1 zz rg 1 


at dw C 2 dw C 
v < BER: ? w — 05% 
p w!t* log — . Trlog -— 
w v 


ist, wo natürlich im ersteren Integralp<v—| sein soll. 

Beweis: Esist ürp=2,v >4 nach der ersten Formel 
des Hilfssatzes 3 in 8 2, wenn sich die Abschätzung auf wach- 
sendes p und wachsendes v bezieht: 


— — — 72 0 — 
ji wit log — p wit: log w log —— 
w x > w 


B. 1 P re, dw 
ic ee v 
pP w log w log en 


_o(&), 


N 27 


womit die Formel der Behauptung schon bewiesen ist. Für 
p=! gilt diese natürlich auch und besagt dann, daß die linke 
Seite bei p—=1 für beliebiges v= 2 unterhalb einer festen 
Schranke liegt; ebenso bedeutet die Annahme v > 4 keine 
Einschränkung. 

Ferner ist für beliebiges q = 2 nebst beliebig großem 
v des Intervalls 1S$v = g—1 nach der zweiten Formel dieses 
Hilfssatzes 


W, Schnee. 4 
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ie dw @ Je dw 
q w!+? log — a year logaprlog - 
1 = dw 
Lo 
1 ı wlogw 108 —- 
1 
= 0.) 
q 


Natürlich hätte man den hiermit bewiesenen Satz auch 
direkt, ebenso wie den Hilfssatz 3 des $ 2, beweisen Können. 

Direkter Beweis von Il! unter Hinzunahme der 
Voraussetzung (3): Wir setzen voraus, daß die Reihen 


wo 5b, den zu b„ konjugierten Wert bedeutet (also im Falle 
reeller Koeffizienten —= b, ist), für 6> «a konvergieren und daß 
die Koeffizienten db, (also auch b„) für ein gewisses positives 
= 1 und jedes beliebig kleines >0 der Abschätzung genügen: 


n — Owen), (3) 
so daß beide Reihen für > o+r absolut konvergieren. Dann 


beweise ich, daß für jedeso >a+ 5 die Mittelwertsformel 


0) 
iin flo-+ti) g(o—ti) di 


[0,0] 
Bo, 
— lim ER Ifo-+ti) dt = a 


Hl 


gilt 
Auch hier überzeugt man sich leicht davon, daß die rechts 
stehende Reihe absolut konvergiert. Es ist nämlich nach (3) für 
RR ee l 
oo 


LE S Auen 1-Fe) = N 
\ Br a =o0 > ee 


n—]1l mn —a 


[1489] Mittelwertsformeln bei Dirichlet’schen Reihen. > 


so daß die rechts stehende Reihe für jedes s > a 
5 | 
3 

Wir dürfen ohne Einschränkung der Allgemeinheits=<a-+r 
annehmen; denn für 5> a-+r wird ja die Gültigkeit der Mittel- 
wertsformel schon durch den Satz I gewährleistet. Es sei 
ferner e eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl, und zwar 
sei mindestens 


konvergiert, also wegen =] für jedeso >a+ 


2e<0- (er): (37) 


endlich sei für jedes positive » eine Zahl r, durch die Gleichung 
ar a a (38) 


definiert, die infolge unserer Annahme so SZ a-+r mit ® zugleich 
unendlich wird; diese gegenseitige Abhängigkeit zwischen r, 
und ® ist der wesentliche Unterschied der folgenden Beweis- 
anordnung von der des Satzes A’, Dann ist, wenn []=r 
gesetzt wird, 


f(o+ti) g(6—ti) 


z 5 oo 
ah Di 
17 me f an = mt? 


m—= I n=r m —H 


f(o+ti) g(s—ti) 


"de \\ "PULP by Dam 
Bi BR n2° Fr netti met 
n=1 = m=i 
mF$N 
r—1 — [00] [e.e) an, 
by 0 Ba bi 
eh ER N s+ti me > yetti 2 me , (39) 
n= m=r N=ZY Mm=tT 
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wo natürlich W(a-+ib) den reellen Teil a der komplexen Zahl 
a-+ib bedeutet. Rechts stehen vier Glieder, die wir nach- 


einander untersuchen. 
1. Das erste Glied ist von Z unabhängig; es ergibt sich 


daher 


Wird ® und damit zugleich auch r unendlich groß, so 
konvergiert dieses Glied gegen 


[0,0) 
A 1dn|? 
/ r n2° 
| 


mF$n 
1 1 | ] a 
1 F— = Sn WO 
e Dr Din 5 N 
== m n° m? m 
Di mn a,log-— 
mZFN in 
v—1 r—1 \ 
SE MEETS 6 
10 0 1 yet: 1-+8 0.1T—14-8 1 
eu 0) y n? m? m 
MA mM = log BE 
mn = 
ee By= \ 
re 
>> (0) an z V E | > 
(6) VRR ee 
n—=1 er ee og 
MEN 
3 
Aura ee 1 
V = 
9 NER 2 Ä 
0) Zi en, m 
\ | N 2 m=1 2 ER 
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Der Hilfssatz 2 aus S 2 und die Beziehung (38) liefern 
also weiter: a 
wu, o(4 z Beer) = | 
(0) 7 


integriert man daher die Gleichung (39) im Intervall -—o<sS!<sw 
und dividiert dann durch 2, so wird der Beitrag, den das 
zweite Glied rechts zu dem so entstehenden Ausdruck liefert, 
beliebig klein, wenn r hinreichend groß wird. 

3. Was das dritte Glied der rechten Seite von (39) an- 
betrifft, so schätzen wir sogar den absoluten Betrag der 
betreffenden Summe ab, nicht nur den reellen Teil; dann haben 
wir eine ganz analoge Aufgabe auszuführen wie beim ersten 
Teile des Beweises von A’. Wir wenden nämlich wie dort die 
Formel (16) des $ 1 an, und zwar setzen wir y=a-+s, s=0-—ti; 
indem wir ferner 


m — A 
ı yatE 


N 


setzen (wo die untere Grenze rechts r ist anstatt 1), erreichen 
wir, daß in der (16) entsprechenden Formel 


Rh; m+i1 dz 
mi =) Sm(s— | zit (40) 


M—=rY MTV 


kein Restglied mehr auftritt, was in der Folge, wo wir diese 
Formel mit einer ebenso gebauten zu multiplizieren haben 
werden, eine erhebliche (natürlich nur formale) Vereinfachung 
bedeutet. Da die rechts stehende Summe absolut konvergiert, 
dürfen wir gliedweise integrieren, auch nach Multiplikation 
mit 


—, wo n=zr—1 sei, und erhalten durch Vertauschung 
N 


der Integrationen nach 2 und Z 


[e,0) - 
EEE DE» 


MY 


m-+1 dz 1 +w 2 ti 
ame = y 5 |, ST ziehe (s—-0—e—ti) ei dt, 


M=Y 
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also weiter nach dem Hilfssatz 4 des 8 2 (Zusatz), da S,, für 
jedesr und alle m>r unterhalb einer endlichen Schranke liegt, 


Er = dz 1 
BER . „l4+°—a—e } ' e% I 
08 2 


folglich nach dem obigen Hilfssatz 2, da n<r— 1 vorausgesetzt 
war und > oe ist, gleichmäßig für diese n 


reidt Du 1 
la met Ar: O j 
ni yp—ı—2E 


= 


Es ist daher infolge (3) wie in dem vorigen Falle 2, wenn 
schließlich (37) angewendet wird: 


| 
+0 By Lee Slesulbe| A 
Es HR me dz I > Nn° x y?—0—2e 


1 
ar i - > 
il 
‘so daß auch der Beitrag des dritten Gliedes in (89) ver- 
schwindet, wenn nach Integration und Division durch 2 die 


Größen w und r beliebig groß werden. 
4. Nunmehr bleibt uns nur noch das vierte Glied 


(0,0) oo 
Ir: en Pr m 
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der rechten Seite von (39) zu untersuchen übrig, in dessen 
Behandlung allerdings die Hauptschwierigkeit liegt. Auf beide 
Faktoren desselben wenden wir die Formel (40) an und 
erhalten, wenn für nr 


= \° b, 


yate 
y= — 


gesetzt wird, die Darstellung 


n+1 dv 


Nn,m 
m+1 dw 
ze 
m 

wo übern=r,r+1... sowie m=r,Yv+1,... bis ins Unend- 
liche zu summieren ist; auf die Reihenfolge der Glieder kommt 
es ja infolge der absoluten Konvergenz dieser Doppelreihe 
nicht an. Infolge der gleichmäßigen Konvergenz darf im Intervall 
—u <st=So gliedweise integriert werden; wir erhalten nach 
Division durch 2: 


e} n+1 dv m+1 dw 
et RT tee MER, en RE 
2 ns = een mwitr—-e—: 


] +w en 
ai a2) —) de. 
Ce le 


Wir behandeln die einzelnen Glieder dieser Doppelsumme 
verschieden, je nachdem mEn—1, n, n+1 ist oder einen 
dieser drei Werte hat. Im ersteren Falle dürfen wir zur Ab- 
schätzung des durch 2o dividierten Integrals nach Z den vor- 
stehenden Hilfssatz 1 anwenden, da dann für alle Werte v 
und w innerhalb der Intervalle » svsn+l, mswsm-+l 


der Quotient „Fl ist; im letzteren Falle benutzen wir, daß 
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in diesem Integral der Integrand = O(f?) ist, das durch 20 
dividierte Integral also die Größenordnung O(w?) hat. Wir 
erhalten dann, da die Koeffizienten S,, S!, für alle Indices 
unterhalb einer endlichen Schranke liegen, für den Ausdruck 
links die Abschätzung: 


! n+1 dv m+1 dw 1 
oe (er 
er yite—0—e x wits—a—e w 
a n+1 dv n+2 dw 
a 
ei yitr—a—e ER mits—a—e 


NZ=ZV 


wo der Strich an der Summe bedeuten soll, daß die Kombina- 
tionen m =n—1,n, n+1 ausgeschlossen sind. Es ist daher 
im ersten Gliede das Integral nach w für allen =r+2in zwei 
Teile zerspalten, den ersten mit den Grenzen r und n—1, den 
zweiten mit den Grenzen 2-+2 und ©; in dem Falle n»—=r 
hat es die Grenzen +2 und ©, im Falle »=r-+1 die 
Grenzen r+3 und oo. Hat daher v einen beliebigen Wert 
innerhalb des Intervalls nsSv=sn-+l, so ist die Variable w 
von der fest angenommenen Größe v auf dem ganzen Integra- 
tionswege des Integrals nach w stets mindestens um 1 entfernt; 
wir dürfen also für = cs—a-—e den Hilfssatz 2 anwenden, 
und da die untere Grenze des Integrals nach w stets =1r ist, 
so dürfen wir hierbei p —=r, beziehungsweise g==r einsetzen. 
Es ergibt sich schließlich, wenn zugleich das zweite Glied der 
obigen Abschätzung weiter behandelt und am Schlusse (38) 
und (37) sowie die Beziehung =S1 angewendet wird: 


Ira... ne dv 
= a a Oe 
y°-0—28 B vlts—a-e B v2 (l+s—a—e) 


0) 0% 
a drugs ei 
y2°—20—3E€ y!+2°s—2 a—2E 


y2«t+27—20+4e f y4e+4—4s:+3e 
y\+2°—2a—2e ) 


OÖ 


y? Be SE 
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was ebenfalls beliebig klein wird, wenn w und r unendlich 
große Werte annehmen. 

Kombiniert man die über alle vier Glieder der rechten 
Seite von (39) erhaltenen Resultate, so erhält man die Be- 
hauptung. 


$ 6. Grenzfälle. 


In diesem Paragraphen soll die Gültigkeit der Mittelwerts- 
formel auch noch in einigen Grenzfällen bewiesen werden, in 
welchen die im vorstehenden bewiesenen allgemeinen Sätze 
gerade versagen. 

Schon in dem Satze Il’ durften beide Integrationsgeraden 
BGrenzeeraden. sein, d.eh. tur dieleine: Reihe /(s) durfte die 
Integrationsgerade N(s) =ß die Grenzgerade der absoluten 
Konvergenz sein, und ebenso durfte für die andere Reihe g(s) 
die Integrationsgerade N(s) = y die Grenzgerade der bedingten 
Konvergenz sein. Aber es wurde vorausgesetzt, daß auf der 
Geraden R(s) = ß die Reihe f(s) noch absolut konvergiert. Wir 
lassen nun diese Voraussetzung fallen, nehmen also bedingte 
Konvergenz der Reihe f(s) auf der Grenzgeraden der absoluten 
Konvergenz N(s) = ß an und machen die Voraussetzung, daß 
die Reihe f(s) links von dieser Geraden noch einen Streifen 
bedingter Konvergenz von endlicher Breite besitzt. Über g(s) 
machen wir eine etwas weitergehende Voraussetzung wie in 
Satz Il’; wir setzen nämlich voraus, daß selbst die durch vier- 
maliges Differentiieren gebildete Reihe g®%(s) noch in dem 
reellen Grenzpunkte s=y konvergiert, womit a fortiori die 
Konvergenz der Reihe g(s) auf der ganzen Geraden N(s) = Yy 
gesichert ist.! Wir nehmen ferner ohne Einschränkung der 


1 Wir haben also auf beiden Integrationsgeraden bedingte Konvergenz, 
und zwar ist unter den Bezeichnungen des Satzes IIß=o,+1,, Y=%, also, 
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Allgemeinheit an, daß die Grenzgeradeder absoluten Konvergenz 
für die-Reihe ‚f{s) ‘die: Abszisse BT hat.! Dannmenesar 
Mittelwertsformel, wenn die Koeffizienten b„ der Reihe /(s) 
absolut genommen sämtlich unterhalb einer endlichen Schranke 
liegen. Ich werde gleich einen etwas  allgemeineren Satz 
beweisen, der für = 0 die obige Behauptung als Spezialfall 
enthält, und stelle seinem Beweise zwei kleine Hilfssätze voran. 
Hilfssatz £: Essejtur — rer 


bu, = Oilog*n), 


sodaßdieReihe/(s)für R(s)>1 absolut konvergieit, ce 
konvergiere ferner ,;f@&)..noch>3 in- einem nen, 
Punkte a<<1. Dannist, wenn sich die Abschätzung auf 
wachsendes |!| bezieht: 


fi+t) = O (log |£|)®F log log ||). 
Beweis: Es sei die positive Zahl 7, durch die Gleichung 
Ber: 


definiert, und es seiy —.[r,]; dann ist einerseiis’nach der 
Formel (16) des & 1, wenn für nr 


1 SEN 
N y% 
3 y=.rY 
gesetzt wird, 
Sb Su; "Hd 
no n | x 
Sr url. er —— FE = 5 Sn (1 | ga 
N 
N =1 NZV NZYV 
RR 12| 
= o(If 2) 
Y j 
0 
en 
wenn, und 5 positiv sind, ——-+ —— = 1. Der Satz IH verlangt aber 
ii 2 
ee (0 el 
gerade y>0s, Fe — Ye, >; 


1 Ist dies nicht der Fall, so ist es sicher durch eine lineare Variablen- 
transformation zu «erreichen. 
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wo sich die Abschätzung auf wachsendes ? bezieht; anderer- 
seitsestum Kalle ar 011, 2,20% 


v—1 
b, ok Y R, 
Dur az, 
N N 1 U 


A n—] 


— O(log*+! r) = O((log |t|)e+)) 
Ent ınv Balle Rem 


v—1 v—1 


b 1 
> ud > netz O(log log r) = O(log log |t]), 
ai es 287 


womit die Behauptung bewiesen ist. 

Hilfssatz 27 Es sei’die Reihe A(s)in der Halbebeng 
Als) —=y konvergent, und es konvergiere die durch 
Znsliges Differentiieren 12) gebildete-Reihe noch 
InemssesellenPunkters—yso.daß,dlsyaufdesgsänzen 
Geraden Nls,—Yr konvergiert. Dann ist, wenn sich 
die Abschätzung auf wachsendes |?| bezieht, 


| B 
glr+tti) = der NABlzE, 


Beweis: Es sei die positive Zahl 7, durch die Gleichung 


len 


"definiert; dann ist wieder, wenn r = [r,] ist, einerseits 


Cm ke m 1 1 
2, mir „2 x log mE log’ m 
m—r m=r 
= ys Tea) 
7» mi Fr m  (m+1)" log’ (m-+1) 
[6,0] 


s! m+1 / 1 )a 
Sf 5. zii log! z 


5 Al l 
xl | zitt Hape 7 IHM jogtri -) > 
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EN m 
0) 


andererseits 


v1 vl oo 
ee ml. w"—-0o|r\ E: 
mirH mit? mit 


m—1 M — m=1 


er o(1.1?), 


womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nunmehr können wir leicht den vorher angedeuteten 
allgemeinen Satz beweisen: 

IV. Es sei 


A Oflogiar), 


wo. keine ganze: Zahl »— INGA zısei,  Ssorgab 37 
Reihe f(s) in der Halbebene #R(s)>1 absolut kon- 
vergiert; es sei ferner die Reihe f(s) noch in einem 
reellen Punkte s<1 konvergent. Die Reihe glg e2ı, 7 
derHalbebene%(s)>ykonvergent, und es konvergiere 
sogar die durch (k+4)-maliges Differentiieren ge- 
bildete Reihe g%t%(s) noch in dem reellen Grenz- 
punkt s=y, s0..daß a. fortiori.,gts) noch ur, 
ganzen Geraden Ns)=y Kkonvergiert. Dann ist 


1 Lüge Er ER Du Cn 
im — | furtms-Ma-) Tr 


0 =00 0) 0 


nl 


Beweis: Die Reihe /(s) dar aufder udn ni 
innerhalb eines endlichen Intervalles gliedweise integriert 
werden, da diese innerhalb ihres Konvergenzgebietes liegt; 
anstatt dieser gliedweisen Integration nach einem komplexen 
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Parameter s darf man also auch bei konstantem s=1 glied- 
weise nach dem reellen Parameter Z# integrieren. Ebenso darf 


die Reihe iR 
&(s—ti) — nn Cm . etilog m 


m 
m—i 


welche wir bei konstantem os = y als Funktion der reellen 
Variablen Z auffassen, in jedem beliebigen Intervall -o<st<w 
gliedweise nach £ differentiiert werden, da die formal durch 
gliedweises Differentiieren nach ? gebildete Reihe 


oo 
;S Cn log m 
mer 
a 
in jedem solchen Intervall gleichmäßig konvergiert; dies folgt 
nach dem Hilfssatz 1 des $ 2 aus der wegen k+4>3 sicher 
stattfindenden Konvergenz von g’”’(y). Man erhält daher durch 
partielle Integration, wenn vorläufig noch die Grenzen un- 
bestimmt gelassen werden: 


Te 


S . —tilogn . Cm ‚Hi log m 
ac = B dt 
L. m 


n=2 m=i 
[6 0) 
—j NS Dn e Hlogn en: Cm etilog m 
nlogn m“ 
n=2 Del 
[o) 
| Mi e flogn in Cm Cmlogm u etilogm dt 
N BB N m“ : 
nn a 


also bei Einsetzung der Grenzen —o und +: 


+0 
NK A 


[0,0] oo 


—j 53 by o Cm Cm 
ir n!+eilogn mie! m 15% n mitei 


HL m—1 me m=1 


+» Cn log m 
EEE 
= = Pen ds n \ m 1) 


m=2 
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Nun ist nach den Hilfssätzen 1 und 2 im Falle k-1>-—1 


en Be u Re 


m—l 


ae en IE nn: 
= O|log ologlog w ee I (a 


im Falle = —1 ist die linke Seite ebenfalls, da dann die den 
ersten Faktor derselben bildende Reihe sogar absolut kon- 


vergiert, 
log*t3 w log’ o 


In beiden Fällen wird also in (41) der Quotient des ersten 
Gliedes rechts durch 2 für hinreichend großes ® beliebig 
klein. Es ergibt sich daher 


S 
= 


Im — a en 


+ 7 
Se 2 z Cyn 108g M 
= re zul. z _ ea x ee 


m—2 


wenn der rechts stehende Grenzwert existiert. Auf diesen 
wenden wir nun im Falle A>=0O genau dasselbe Verfahren von 
neuem an. Hat bei den umzuformenden Reihen der Koeffizient 


a liedes der ersten Reihe 
logn 
oo 
Ri DB, 
nt logn 
MER 


die Größenordnung O(log*® m), wo k’ eine beliebige positive 
oder negative ganze Zahl oder Null ist, und konvergiert in 
dem reellen Punkte s= y noch diejenige Reihe, welche durch 
l’-maliges gliedweises Differentiieren nach # aus der zweiten 


Reihe 
[0,07 
Cm logm 
25 mi 


w=2 
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entsteht, so ist zur Gültigkeit dieser Umformung hinreichend, 
daß erstens die erstere Reihe im Intervall —o <= eo gleich- 
mäßig konvergiert, daß zweitens /’>3 ist und daß im Falle 
k'—2,3,... drittens ’=k'’+2 ist. Die erste dieser Voraus- 
setzungen ist bei wiederholter Anwendung dieser Transformation 
a fortiori erfüllt, wenn für die Ausgangsreihe die gleichmäßige 
Konvergenz im Intervall -—wo=?!=So durch die Konvergenz von 
‚f"(1) gesichert ist; die dritte Voraussetzung ist ebenfalls stets 
erfüllt, wenn sie bei den Ausgangsreihen erfüllt ist, da bei 
jedem folgenden Schritt %’ und 2’ um I abnehmen, also 1’—.k’ 
unverändert bleibt. Dürfen wir also das erste Mal die Trans- 
formation vornehmen, so dürfen wir sie so lange wiederholen, 
als noch 7’=3 ist. In unserem Falle wenden wir sie (£+2)-mal 
an; da nach (%k-+1)-maliger Anwendung, wenn kund/ die 
Ausgangswerte sind, in der Schlußformel für die zweite 
Reihe der rechten Seite !’=1—k—1 ist, so ist dies wegen 
’ = (k+4)—k—1= 3 erlaubt. Dann erhalten wir 


Er au year 


0 = 00 07 —a) 


oo 
er im a 70 c„log*t?m 4 
KERRRN > we EEE n N a he 


= —(0 
m —=2 


Nun aber existiert der Grenzwert der rechten Seite nach 
dem Satze II’, da die erste Reihe rechts wegen 


Dig en 1 | 
Pre log? n 


absolut konvergiert und noch die durch zweimaliges Differen- 
rentiieren der zweiten Reihe rechts entstehende Reihe in dem 
reellen Punkte s=y konvergiert. Also ist 


lim er 


= 00 0) 
oo 
1 I duch 
>= : c„log®+?n- = ae 
Pen nt nt 


n—2 Nn=2 
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Ferner ist nach dem Spezialfall » —=1 des Satzes 4’ 


1 u) i 
lim  — yrrti) dies 
eo Ze 


Multiplizieren wir diese Gleichung mit b, und addieren sie 
zu der darüberstehenden, so erhalten wir die behauptete Mittel- 
wertsformel. 

Von dem bewiesenen Satze IV sowie auch von dem 
Satze III’ werde ich nun eine interessante Anwendung machen; 
diese Sätze werden uns nämlich gestatten, bei einer für 0>« 
konvergenten und für 06>a-+r, wo > ist, absolut kon- 
vergenten Reihe die Gültigkeit der Mittelwertsformel 


du]? 
n2° 


P) 


| 


+ T ; \ ‘ 
die Aurch'’dehi "Satz Ir nur für aa gesichert ist, in 
gewissen allgemeinen Fällen auch noch auf der Geraden 
ee er R zu beweisen. Auch hier müssen wir zunächst 


einen Hilfssatz voranstellen. 
Hilfssatz 3:IEs. sei für-ganzes X = ReAZ 77 


b„—= Ollog* n), (42) 


so daß die Reihe f(s) in der Halbebene R(s)>1 absolut 
konvergiert, und es sei /(sS) in der Halbebene a 
konvergent, wo O za<I: sei: ES konvergiere 05 
sogar die Reihe für f®(s) noch in dem reellen Punkte 
S.—0::Wo. I 2.581, so. daß, f(s),aui.der ganzen Ger 75 
Ns) =a konvergiert. Dann ist gleichmäßig in dem 
Sanzen Intervalla@e 7.3 


Be u 
Sofa Hl —g)= ren 2773 
Beweis: Schon aus den Hilfssätzen 1 und 2 folgt, daß 
diese Abschätzung für o=a und für s=1 richtig ist; denn 
nach diesen Sätzen ist 
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u 


ze) 


Wir wollen nunmehr beweisen, daß sie gleichmäßig in dem 
ganzen Intervall gilt. 
Dazu werde für beliebig großes |Z| eine Zahl vr, durch die 


Gleichung 
M=r "log’rtr, (43) 


definiert und. [r,)=r gesetzt, ferner sei füra=r 


n 


Rhein 
Sr= 


Dann ist für o>a 


[0,0] [0,0] 
een, er by 1 


N=r nr 


\ 


u 1 E\ 
= % sl = ee‘ 


n=r 


da in dem Hilfssatz 2 bewiesen wurde, daß für alle n=r und 
beliebig großes |i| 


ei tgbeeah]l, (44) 


losmin 


ist, so folgt hieraus gleichmäßig für alle s>a 


[0,0) oo 

Do Dahn 2? 12 g 1 1 ; 

La mt 7 O0 In ) 
N (n+1) 


u 
I (er : (45) 


Da nach (44) dieses Resultat auch für o=a gilt, so gilt 
es gleichmäßig für alle s> o. 


W,„. Schnee. 9 
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Andererseits ist gleichmäßig für alle s=I1 


r—1 
u es ER 05 n. log 
ns Mi 5 108 3; 


A n log? n 
| n=2 ar (46) 


Rn 


n log? n 


[0,0] 
— 0 e log*t?r N RR | — O(r!=log®t2 7). 


I 


Es folgt daher unter Benutzung von (43) durch Zusammen- 
fassung beider Resultate 
A 


vr’ log! -) A 


- Or, 


Jc+tti) = o( 


und zwar gilt dieses Resultat gleichmäßig für alle s des Inter- 
valiesa =c0=&!1. 
Hieraus ergibt sich nun weiter: 


feo+ti) fa+1—0—ti) = O(r! log *+?r.r!=e+129 Jog®t?y) 


—'Q(#'=r1087y) 


> 2 2r+4 
= 0 (108 Tg 


u 
0 log +3 r 


= ESS 


womit der Satz bewiesen ist. 

Ich bemerke noch, daß man auf ähnlichem Wege für jedes 
so, welches innerhalb des betrachteten Intervalls liegt, eine 
. schärfere Formel beweisen könnte, nämlich 


121 
+1—0—H) = 
Fo+t)f(a+ s—tH) ram! 
welche nach Annahme einer beliebig kleinen, aber festen Zahl 
e> 0 gleichmäßig für alle o des Intervallsa te so =s1—e geien 
würde. 
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Zusatz: Wird anstatt (42) angenommen, daß die Reihe 
f(s) noch auf der Geraden N(s) = 1 absolut konvergiert und 
ist2=2,so gilt zunächst die Gleichung (45) bei jedem 7 für 
l = 2. Anstatt der Gleichung (46) haben wir 


so daß auch die folgenden Rechnungen für 2 =-—-2 erfüllt sind. 
Also gilt insbesondere (47) für. 2=2, k=-=2, d. h.'es ist 
gleichmäßig im Intervall so <sI1 


flo+t) f(a+1—o—H) — of, vom | 


Nunmehr ist es leicht, die oben angedeuteten Sätze zu 
beweisen. 

veReserdie Reine (syrauf.der Geraden.Alsı— 1 
absolut konvergent und in der Halbebene N(s)>o, wo 
Benz 1.j5t köonversent ES Koönvergiere sogar: die 
Reihe für f”(s) noch in dem reellen Grenzpunkts=o, 
so daßsieaufderganzen Geraden W(s) = oakonvergiert. 
Dann gilt die Mittelwertsformel 


[0,0] 


2 
lim ER \/(s+ti)|?dt = R 2 


= 
A! 


1 
sopamnöchtfiürt+s’= me 


VL Es sei für k=—-1,0,1,2.... 


b„ = O(log®n), 


0.1 
1 Für o> folgt ihre Gültigkeit aus III”. 


5*+ 
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so daß die Reihe f(s) für A(S>1 absolut konvergiert, 
undes sei f(s) noch in der Halbebene R(s)>a konver- 
gent, wo 0a =<1 ist! Es. konvergiere dierReibersur 
f@+9 (s) noch in dem reellen Grenzpunkte sw so daß 
fis) aufder ganzen GeradenAh(s =akonvergen DL, 
gilt die Mittelwertsformel 


1 +® |d 1? 
. 19 Sa N: n 
lim SE Feo+h)l’dtz \ ne 


W == 00 ——0 
in 


+1 
er 


. 


SOogar-noch Auro, 


Beweis: Wir beweisen beide Sätze zugleich durch An- 
wendung des Cauchy’schen Integralsatzes auf den Integranden 


Ffla+1—) 


+1 ; 
und das Rechteck mit den Ecken z + vt, 1-2: —+oi, wo 


1—a . a Ad > 
Oi ist. Dann ist nämlich <1-—s; ferner ist der 


Le 


Integrand nach Voraussetzung in diesem Rechteck regulär. Wir 
erhalten also 


8 zur 
'' FSfÜ@+H1—s)ds 
+ EN: 
3 


geh] 


1—e+wi 
a ,„ JOfa@+1—s)ds+ at SSFfa+1—s)ds | 
Er NOTEN 


Wir gehen, nun rechts-zur. Grenze e = O’über Do 
Funktion ffa+e— wi) mit zu OÖ abnehmendem e einen Grenz- 
wert hat, nämlich den Reihenwert von f(a+ wi), so macht 
hierbei in den beiden letzten Integralen auch der zweite Faktor 
des Integranden gar keine Schwierigkeiten. Aber selbst im 
ersten Integrale rechts ist es erlaubt, unter dem Integralzeichen 
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zur Grenze e = O überzugehen; dazu braucht nur gezeigt zu 
werden, daß das Produkt f(s)f(@«+1-—s), wenn o zunehmend 
sich der Grenze 1 nähert, gleichmäßig für alle Z des Intervalls 
—0=<S1=Seo sich der Grenze f(l-+ti)f(a—ti) annähert. Für 
den ersten Faktor ist dies unmittelbar klar; für den zweiten 
folgt es leicht aus der in beiden Sätzen vorausgesetzten Kon- 
vergenz von f”(o). Aus dieser haben wir nämlich schon in dem 
ersten Hilfssatz des S 2 die Gleichung 


[0,0] 


DEREN, a 
2 rer 


n=r 


abgeleitet, wo sich die Abschätzung zugleich auf wachsendes 
r Z 2 und wachsendes |2| > 1 bezieht. Genau dieselbe Beweis- 
anordnung liefert natürlich auch, daß gleichmäßig für alle 
A) 


Ss De pi o( 2 
Zu STH logr 


NZV 


ist, womit bewiesen ist, daß /(a+e-+ti) beizu O abnehmendem es 
sich gleichmäßig für alle # eines beliebigen endlichen Intervalls 
— == der Grenze f(a+ti) annähert. Wir erhalten daher 


are [077 
bie ISFfeo+1l-s)ds = ai sfla+1—s)ds 
Tuer wi 


I—oi 


1—wi ?1+wi 
+ |. FOF(@+1-— s)ds— } FOF@H1-I)dS. 
a 1 
2 


0. : 
ee +07 


In den beiden letzten Integralen ist die Länge des Integra- 


tionsweges eine feste Konstante Der Integrand ist in 


1 
beiden gleichmäßig für alle so des Intervalls 2 


0) 
36 0); 


| 
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dies folgt unter den Voraussetzungen von Satz V aus dem 
Zusatz zu Hilfssatz 3, unter den Voraussetzungen von Satz VI 
aus dem Hilfssatz 3 selbst. Dividiert man also die beiden 
letzten Integrale durch 2o, so nähert sich der Quotient mit 
wachsendem o der Grenze. Wir erhalten daher, wenn zugleich 
die beiden anderen Integrale in solche nach dem reellen Para- 
meter 2 umgeformt werden, 


+0 L 1 
I > A +4) a 4) di 


+0 
— lim nn FA+t)fla— bi) dt, 


vorausgesetzt, daß der Grenzwert rechts existiert. Dies aber ist 
unter den Voraussetzungen von Satz V durch den Satz IV, 
unter den Voraussetzungen von Satz VI durch den Satz IV 
gesichert. Wir erhalten somit: 


A) 


li 1 +w 2 
Il) 
w= 00 2 


was bei beiden Sätzen bewiesen werden sollte. 

Schließlich will ich noch einen allgemeinen Mittelwertsatz 
aufstellen, um dann aus diesem eine Folgerung in Bezug auf 
die Theorie der Zetafunktion zu ziehen. Auch hier sei ein leicht 
zu beweisender Hilfssatz an die Spitze gestellt: 

Hilfssatz 28Es sei für 1.0 0 27 


—. OX(log?%), 


so daß f(s) für R(s)>1 absolut konvergiert; es Sei 
ferner die Reihe für F%(s), wo /l eine ganze Zahl —_ 
bedeutet,nochim Punktes=1 konvergent, so daß f(s) 
auf der ganzen. Geraden R(s)=1 konvergiert. Dann 
ist für beliebig großes’ |£| 


k-+1 
Fil+k) = o(jej&rrlog 2). 


7 
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Beweis: Nach den beiden letzten Gleichungen im Beweis 
von Hilfssatz 1 dieses Paragraphen ist für eine beliebig große 
ganze Zahl 7 


A en BISMETUBR ZU, In2in 


r—1 
. 
— nee Olloglogr) fürk= —I|; 


nach dem Hauptresultat im Beweise des Hilfssatzes 2 ist 


SD 121 
n ur 
2 yıtteı = Or) 


Wir definieren nun für beliebig großes |?| eine Zahl r, 
durch die Gleichung 


loan 


ünilselzen r ir Dann folgt im.balle 250, 1,2, 


fA+ti) = Ollog"*!r)+O mn 


Yera) 
= Ollog"FHr)— olıı Er), (48) 
im Falle = —1 


FA+Hti) = O(loglogr)+O mn 


u 


— O(log logrr) — O(log |t|), (49) 


so daß die Behauptung beide Fälle umfaßt. 
Nunmehr können wir leicht unseren letzten allgemeinen 
Satz beweisen: 
YILrESs’ Sei 
een Ol), Cm — RE, 


so daß beide Reihen f(s) und g(s) für Ns) >1 absolut 
konvergieren. Es mögen ferner die Reihen für f”(s) 
sowie g®(s) noch im Punkte s=1 konvergieren, so 
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daß beide Reihen auf der Geraden K(sS)=1 konver- 
gent sind. Dann ist! 


$ | 

1 En 2 Du Cn 

‚im E fÜa+tb)g(l-t)d = ). ee 
n=1 


Beweis: Das Verfahren ist dasselbe wie beim Beweise 
von IV. Zunächst ist die Reihe f(s) infolge der Konvergenz 
von f”(1) auf jedem endlichen Stück der Geraden K(s) = 1 
gleichmäßig konvergent, also im Intervall -—ost<so glied- 
weise integrierbar; ebenso ist die Reihe g(1-+H) als Funktion 
der reellen Variablen 7 infolge der Konvergenz von g”’(1) glied- 
weise differentiierbar. ‘Endlich ergibt sich nach dem voran- 
gestellten Hilfssatz 4, wenn die beiden genaueren Formeln (48) 
und (49) angewendet werden, 

C by = Cn 


Zu IOER re 
n=2 m=i1 


an, re 
—_ oliogo.uer) >> o(oi ee 


also infolge der Gleichung (41), in der y = 1 zu setzen ist, 


if» 
lim nl FA+H)—b)gi—H)d 


u 


| rau b 1 Cl 

1 Cm logm 

— lim Seas nz AR 
in Zu MAP IOEN Zi Von 

n—=2 m—2 


Auch eine zweite Umformung ist noch erlaubt, da g®(1) 
konvergiert und 


[0,0] 


A oo h i+1 Bi 
cn logMm 143 D 
re miogm _ 01.08) = ola?) 
Zr nr log m 

n=2 m—=2 


ist; also folgt nach Il’ und dem Spezialfalln —=1 des Satzes A’: 


1 Derselbe Satz würde unverändert bestehen bleiben, wenn anstatt 
Cy =0O(l) nur c,, = O(log* m) vorausgesetzt würde, wo x endlich ist. 
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lim = ar 


= 00 2 Buff 
oo oo 
Er 1 50 N b, 5’ Cm log? m 
a Zn inf, m! 
n=2 m=2 
[0,0] oo 
7 ö b, c„log®n 5 Duncan 
ZLı nlog?n n Ar War 
n—2 ML, 
[0,6] 
1 ru DRG 
me Dede N Sr 
a 20 Ti )E( ) Pie n? 


== 
EN 


Der Hilfssatz 4 ist allgemeiner aufgestellt worden, als es 
für den Zweck des vorstehenden Beweises nötig wäre; man 
erkennt sofort, daß man auch unter den allgemeinsten Voraus- 
setzungen dieser Art: 


Be. Ofloee), : cu — Oflogem),; FI) könvergent, 
g'»(1) konvergent 


auf demselben Wege die Gültigkeit der Mittelwertsformel (50) 

beweisen kann, wenn gewisse Ungleichheitsbeziehungen 

zwischen den charakteristischen Konstanten %,x, l,A gelten, 

von denen /=>2, A=k-+4 und, damit der aufzustellende Satz 

etwas Neues aussagt, k> —1,%> —1 sofort ins Auge fallen. 
Aber ich will lieber von dem gefundenen Satz eine An- 

wendung machen, anstatt noch allgemeinere Sätze aufzustellen. 
Wir betrachten die Funktionen 


S 7 SR 


ZRERESAT, CS) 


x EIN) nn als) 


Ba ME El 
a1 


wo die Möbius’sche Funktion w(n) für mn = 1.den Wert |, 
für ein quadratfreies, aus p Primzahlen zusammengesetztes 
n — P,Pa-: .p, den Wert (—1)P, sonst den Wert OÖ hat und die 
Liouville'sche Funktion A(n) für n=1 durch A(l)=1 und 
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für ein aus p verschiedenen Primzahlen zusammengesetztes 
n—ypnpa...p#r durch An) =X- 1)aTerı tr denen 
Beide Reihen konvergieren für N(s)>1, und es ist nicht be- 
kannt, ob sie noch für irgend einen Wert s<1 konvergieren. 
Aber man kann mit Hilfe der Theorie der Zetafunktion be- 
weisen, daß die durch gliedweises, beliebig oft wiederholtes 
Differentiieren entstehenden Reihen noch in dem Punktes =|1 
konvergieren, also speziell die durch viermaliges Differentiieren 
entstehenden Reihen. Es ergibt sich daher aus Satz VII, wenn 
nacheinander 


1 
)=E) = Tg’ 
2 _ $@s) 
JE) = 9 
gesetzt wird, zunächst 
EEE Be WERE 1 Que. Sa 
. 3 sd+z)? RATE Baur Zr 
vr q 


wo g alle quadratfreien Zahlen durchläuft, also weiter, wenn p 
alle Primzahlen durchläuft, 


1 
pt (2) 15 
2 = >n = 4 
Ha ern 
2 
sodann 
Ip» ; AM) 
lim —— == zu 
a ö | De 
ee 
= 1 12 
N ei; 
= 


art 


n = 


Diese Formeln sind nicht neu, sondern schon von Herrn 
Landau (ebenfalls in dem zitierten 8 15 seiner »Beiträge zur 
analytischen Zahlentheorie«) bewiesen worden; aber ich lege 
doch Wert darauf, sie in den Rahmen meiner allgemeinen Sätze 
einzuordnen. 


N 
Br! 
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8 7. Anwendungen auf die Zetafunktion. 


Wir beschäftigen uns nun damit, die gefundenen Resultate 
auf das Verhalten der Zetafunktion im Streifen O<o<[1 zu 
übertragen. Dazu ist es nötig, eine Darstellung der Zetafunktion 
in diesem Streifen zu kennen, welche der von uns benutzten 
Integraldarstellung Dirichlet'scher Reihen im Streifen der be- 
dingten Konvergenz analog ist. 

Es ist für. jedes s=1 und jede beliebige ganze Zahl r 
nebst beliebigem r >r 


ar Pa ( jarheha 
278 PanaEe > xt)’ 


also für so >1 
ern 1 
ip ss 


Folglich ist für so >1 


a 1 
Ks) = rs 
m 
we s 1 1 1 WG & 1 © dz 
I TTS PT N Zu MED 25 
a] mr 
cal a 1 
Br ER ee NER Er 
| 
a. 1 m+1 dz 
PERO NER DER S-EHRCER: (51 
2 er ia 2 (6 
mz=r 


Nun liefert die partielle Integration: 
z-—m 1 dz 
ni ie: = ae |: 


jr 2 —M d 1 m+i1 dz 
— Ba A en yet rain Ba = 

1 } Sn 
BR a | (m+1)° z 


m 
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so daß sich aus (öl) ergibt: 


V 


oo 
ea 1 1 X m+1 2 
G(s) ZiE va ms + & Ze x ng Ss % fi Zn (82) 


m—1i MT 


Das Schlußglied ist eine für 6>0O absolut konvergente 
Reihe, so daß die rechte Seite die Zetafunktion über die Gerade 
Ns) =1 fortsetzt; aus der Gleichung (52) folgt eben, daß &(s) in 
der Halbebene NR(s) > 0 regulär ist, abgesehen von dem Punkte 
s=1, der ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1 ist. Man 
verdankt diese elegante Methode der Fortsetzung der Zeta- 
funktion, die sich übrigens sukzessive auf die Gebiete R(s)>—1, 
Rs) > —2,... erweitern läßt, Herrn de la Vallee Poussin. 
Die einfachste Gestalt hat die Formel (52) natürlich fürz =1. 

Ich brauche wohl kaum auf die Analogie des Schlußgliedes 
der rechten Seite. von. (52) zu dem swersten Gliede dere = 
Seite von (16) in $ 1 näher hinzuweisen. Das mittlere Glied wird 
bei der Übertragung der hauptsächlichsten im vorstehenden 
gewonnenen Resultate auf die Zetafunktion nirgends stören. 

Ich beweise zunächst wie in der allgemeinen Theorie den 
folgenden Satz: 

A. Es ist für jede positive ganze Zabla 3 5 
und: jedes o > O0Jaussenommersa | 


lim T we ae ! 
ZU m 


N = 00 


und diese Gleichung gilt sogar gleichmäßig nv 
positiven ganzen Zahlen a. 

Beweis: Es’sei @=>1 beliebig groß und » fe] DE 
folgt aus (52), da das Schlußglied wegen seiner absoluten 
Konvergenz gliedweise integriert werden darf, 


1 Be ng 
Di n"C(o+Ei)dt 


N 


edle % Beil. (#3 
..ur a an er 
2 m? a a EA ae os—-1+ti \r 4 


m—=]1i 


oo 
] m+1 (2 — m) dz 1 + i © I ; 
N ji ee, 6+t)|-) at. (68) 


MZYV 
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Wir betrachten nun nacheinander alle drei Glieder rechts. 
l. Ita»a=zsr, so wird nach dem Hilfssatz 2 des 8 2 für 
beliebig kleines e > 0 


n 

r r sin © log") 

1 te/np\H 1 1 m 

Sl )a BEE / 
Fe 


m’ 2w Hark m N? L, m° n 
mi m—i oa log vn 
mFN | 
1 1 1 1 
N° [0) m’ m 
| l DR 
mF$N 
% 
2.0 l \ m!t+: 1 
m ao Zu. m!+: m 
mM 1 5 
mn z 
oo 
1 r!te V 1 1 yiI-+: 
Be > == (6) i 
N? (0) De | m | n° \ 
m—i M lo | 
mn 


und diese Abschätzung gilt gleichmäßig für alle n. 
Ist n>[r, so lassen wir doch das Glied = auf der rechten 


Seite stehen, müssen dann aber zur Kompensation ein Glied 
1 
n° 

hinzu, so ist die Abschätzung des ersten Gliedes auf der 

rechten Seite von (593) von » unabhängig: 


4 1 | N NET 1 | 1043 n 
Bee. Na 2 
BZ ee n° @ y° 
m=]l 


eg es) hinzufügen; fügen wir dieses in jedem Falle 


1 
— +0( = 
n° AN TIE 


2. Der Integrand des im zweiten Gliede auftretenden 


Integrals 
er 1 Er 
—|[—) dt 
f- s—-1+tı \r a 
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hat für beliebiges » und » die Größenordnung das Integral 


m 
also die Größenordnung log wo. Wir erhalten daher 


A Fee 
20 ) .o-I+ti\r eg @ 


(9) 


1—o 
-0(* ar. =} 
0) 0) 


‘ 


3. Bei der Abschätzung des dritten Gliedes auf der rechten 
Seite von (83) unterscheiden wir, ob n=zr—1 oder =—r ist. 
Ist n < <r—], so benutzen wir die nach dem Hilfssatz 4 des 
82 (Zusatz) sich ergebende Abschätzung 


+0 
el (+ Jar a (54) 
a: 1og Be 


die für beliebig großes ® gilt, und erhalten nach dem Hilfs- 
satz 2 des 8 5, der wegen ns r—1 anwendbar ist: 


m+1 (@-m)dz dz HL +0 ee 
we 


(69) 
M —=V 


wo die Abschätzung ebenfalls gleichmäßig für beliebiges 
n sv—1 gilt. ; 

Im Falle »=r spalten wir die beiden den _ Indices 
m —=n—1 und m =n entsprechenden Glieder ab (im Falle 
n—r natürlich nur das Glied mit dem Index m = r). Dader 
Integrand im Integral (54) die Größenordnung ÖO(|t|) hat, so 
hat dieses Integral die Größenordnung O(o®?) und das durch 
2@ dividierte Integral die Größenordnung O(w). Wir erhalten 
daher für diese beiden Glieder den Beitrag 


n+1 dz B . n 
6) ff a = Oma = Ne I o(-,), 
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und diese Abschätzung gilt natürlich ebenfalls gleichmäßig 
für beliebiges n=>r. Es bleiben dann im allgemeinen noch 
zwei Gliederkomplexe der in (55) betrachteten Art zu unter- 
suchen übrig (in den Fällen z=r, n=r-+]1 natürlich nur 
ein solcher) mit den Integrationsgrenzen v,n— 1 sowie n+ 1, ©, 
welche denselben Beitrag wie dort liefern, da in beiden 
auf dem ganzen Integrationswege die Integrationsvariable z 
von n mindestens um | entfernt ist. Man erhält daher für das 
dritte Glied der rechten Seite von (53) die für beliebiges 
n Sr—1l oder =r geltende Abschätzung: 


“ 
or 
Hr \@ w” 7 


Fassen wir alle Resultate zusammen, erhalten wir die für 
alle n gleichmäßig geltende Abschätzung 


1 +0 ß e 1 1 
n"(lc+ti)dt = — +0 = ), 
FACE BR m 0 


d 


und da e beliebig klein angenommen werden durfte, also sicher 
<- 0, so folgt daraus die Behauptung. 

Ebenso können wir beweisen: 

Es iste. für !jede- positive Zahl », welche: keine 
ganze Zahl ist, und jedes s>0 (ausgenommen s—|) 


es 
lim fi nu &(c+ti)dt = 0, 
10) 


und diese Abschätzung gilt sogar gleichmäßig für 
ai posılıven: Zahlen n, welchesvon jeder ganzen 
Damen 12.2.8 mindestens ums sientfernt, sind, Wo 


N 


| 


erbelsiebis klein, aber imiIntervall 0.< 2:5 - fest ge- 
geben ist. 

Aus dem Satze A ergibt sich wörtlich ebenso, wie sich 
der Satz II’ aus A’ ergab, folgender Satz: 

ll. Es sei die Reihe f(s) auf der Geraden Ks)=P 
absolut konvergent, und es sei y>0O, aber verschieden 
von 1. Dann ist 


ID 


[e,0] 
weh, 


te 2. Ä 
lim Ei SRB+H)\Cg—-tH)dm | SB — BL): 


(Eee) 0 wo nd 


el 
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Ebenso erhalten wir durch Anwendung des Cauchy’schen 
Integralsatzes folgende Folgerung aus Satz II: 

Hl. Es sei die Reihe f(s) für o>a konvergent, fur 
s>a-+r absolut konvergent, wo >0ist: Dann ist für 


B—a 


jedes ß>a, y>O (aber 1), wenn nur +Y>1 ist, 


lim — arte Ha 


N ee,®) 0 ==0) 


Dieser Folgerung können wir natürlich auch folgenden 
Satz zur Seite stellen: 


Zusatz: Ist ß>=0, aber — I! sowie > 0 72 
undist B+7>1,so ist 


0) 
lim — CB+LE)ir—t)d =cilß-+rY). 


oa=oo ZW.) 


Beide Sätze sind ebenso zu beweisen wie der Satz III in 
& 4. In der Tat gilt auch für die Zetafunktion be @ u 
der Hilfssatz des $ 1, der die Größenordnung einer beliebigen 
für 0>a konvergenten, für s>a+r absolut konvergenten 
Reihe im Intervall «+ S0=Sa+r-+e auf vertikalen Geraden 
abschätzt, diesmal natürlich, wie es sein muß, ohne Ausnahme 
der Geraden s=1. Dies ergibt Sich durch eineeinzen 2 
schätzung der rechten Seite von (52), ganz analog zum Beweis 
des zitierten Hilfssatzes aus $ 1. Übrigens sind viel feinere 
Abschätzungen über das Unendlichwerden der Zetafunktion 
auf vertikalen Geraden bekannt!; aber diese brauchen wir 
nicht einmal. 

Es sei noch bemerkt, daß bei der Anwendung des Cauchy- 
schen Integralsatzes zum Beweise von Ill der Pols=1 von £(s) 
innerhalb des Integrationsrechteckes liegen kann; dann tritt 
vorläufig eine Konstante hinzu, welche aber bei der Division 


1 Vgl. die in der Einleitung zitierte Arbeit von Herrn Lindelöf. 
Die Anwendung dieser feineren Abschätzungen würde ergeben, daß man in 


1 
Satz II anstatt y>O nur > RES im Zusatz anstatt B>0, 7>0 nur 


1 
B>— Bel en = vorauszusetzen braucht. 
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durch 2» und dem Grenzübergang zu = oo natürlich wieder 
herausfällt. 

In dem obigen Zusatz ist für B=y folgender spezielle 
Fall enthalten: 


1 

IP. Es ist für jedes 06>—, welches von 1 ver- 
schjeden ist, 2 
1 Re 

lim — I\C(s+ti)|?dt = C(2o0). (56) 

H==.009 2@ —(W 
Wie in der Einleitung bemerkt, ist dieser Satz (der 
für s>1 schon aus dem Hadamard'schen Satz I folgt) für 


ne at schon von Herrn Landau bewiesen 


v1 


worden, wo = ELITE HET 


P) 


Mann kann ihn natürlich auch auf dem Wege des $5 
beweisen. Bildet man nämlich das Produkt 


(E6+1)- : Hear un) 


art I yet! ar di Lare 


und setzt für beide Faktoren den aus der Formel (52) sich 
ergebenden Ausdruck ein, so erhält man genau denselben 
Ansatz, der in dem Beweise des 85 zum Ziele führte. Ferner 
ist das obige Produkt 


Pr 


1—s r2d-9) 
— C(s-+Ei) &(s—ti)+O \&lo-+2i)| —— +0 ), 
\ 2 ee 1? 


also nach der aus (52) sich ergebenden Abschätzung 


1-0+e -2 (1—s) 
zn rd r-) + () 


1—s 2(1—5) 
— E(s+ti)E@— ti) +0 Tr) er On) 


‚Integriert man das Produkt, dessen Abschätzung hierdurch 
gegeben wird, im Intervall -—o=<t=<o und dividiert durch 2o, 
so erhält man: 


= 1-0 2 (1-0) 
Ko+t)&e-n)ar+0( 7) +0(” ) 


—8 
20, )00 o 
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Nun muß man die Zahl r nach der Formel (38) des 85, 
den Annahmen 0 =0, =] entsprechend, durch 


v_[nlesoe a 


definieren. Also wird der obige Ausdruck 


A 


femme man 
=,.|. Clo+Ei)S(o—ti)dt+ Rare 


+ 
es) 
DES 

IS 
RSG N 
Sin 


+0 
BE Hear 0 | +0| ) 


A ER y#® 


1 
Ferner kann wegen o> > die Zahl e so klein angenommen 
werden, daßnoch o— u ist, was auch die Gleichung (37) 


des 8 5 verlangt. Dann erhält man, daß die beiden letzten 
Glieder, wenn ® und damit zugleich auch 7 unendlich groß 
werden (man darf o<<1 voraussetzen), sich der Grenze Null 
nähern. Man erhält also 


+ 
lim Een Slo+ti)&(o—ti)dt 


W=i09 0) —(d 


1 r@ \ 
— lim — (&6+1) — be a 2) 
= 00 2o Be ol ystHi—1 
1 ee 
(26-1) Jar, 
0-1 rin 


wenn der rechts stehende Grenzwert existiert. Die Existenz 
dieses Grenzwertes aber kann unter unseren Voraussetzungen 

| genau so wie in $& 5 bewiesen werden. 
Auch die Formeln des Satzes III” aus $ 4 gelten für die 
Zetafunktion. Es gilt nämlich bei jedem von 1 verschiedenen 


1 ne 
o> > (und sogar bei jedem von | verschiedenen o>0O) die 


Formel 


1 u) 
lim = 2(o-+ti)dt —1, (57) 


= 00 w —{) 
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die für > 1 schon aus dem in $ 1 bewiesenen Mittelwertsatze 
von Herrn Landau folgt. Speziell ergibt sich, daß diese Formel 
für so — 2 gilt. Wendet man daher den Cauchy’schen Satz auf 
den Integranden £?(s) und das Rechteck mit den Ecken s Foi, 
2=F wi an und benutzt die aus (52) unmittelbar folgende Ab- 
schätzungsformel für das Unendlichwerden der Zetafunktion 


f 1 
auf vertikalen, innerhalb des Streifens oT os <-1 gelegenen 


Geraden, so erhält man die Gültigkeit von (57) für alle o dieses 
Streifens. Die. Anwendung genauerer Abschätzungen, die sich 
anstatt auf (02) auf die Riemann’sche Funktionalgleichung der 
Zetafunktion stützen, würde übrigens ergeben, daß (57) sogar 
amstelleon D—c —<1 gilt. 

Durch Addition und Subtraktion der Formeln (56) und 
(87) erhält man schließlich, wenn 


Ks) = El, t)+in(o, d) 


gesetzt wird, für jedes o> — exklusive 0 —=1: 
+0 | 
lim 5 SICH AN en (Qo)-+1), (98) 


1 a 1 
lim — 17°(,d)dt = — (2) —1). 
2 2 
Die an dritter Stelle sich ergebende Formel 
1 1. 
lim — elonöinlasrai — 0 
w= 00 2 —() 


ist trivial, da die Zetafunktion in konjugierten Punkten kon- 
jugierte Werte annimmt, also stets 


&(o, D(o; £) ten —Hn(o, zur) 


ist. Übrigens gilt die Formel (58) auch für o=1, da &(o, 2) im 
Punkte s=1 endlich bleibt; überhaupt fällt überall die Annahme 


s=£1 fort, wenn anstatt {(s) die Funktion )-— be- 


trachtet wird. 


6° 
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Schließlich bemerke ich noch, daß alle soeben aufgestellten 
Sätze nicht nur für die Zetafunktion selbst, sondern für jede 
beliebige Ableitung derselben gelten; ebenso gilt der Zusatz 
zu III für eine beliebige Kombination &% (ß-+£5) Cd (y—ti), wo 
vgl, vn = 0. ist Denn füridiey EP Ablezie 
Zetafunktion gilt ja in der Halbebene R(s)>O die Darstellung: 


No) — \" log’ m ey —( I S 


m?’ s-Iy 
ml 
oo 
m+1 (2-— m) @m)log’ iz, Ds (tlg —m) log’2 , 
+ y Sf zsh VEN m ro; Ri 
m—=r MY wi 


wie man durch gliedweises Differentiieren von (52) oder auch 
ähnlich wie bei {(s) direkt beweisen kann; man sieht sofort, 
daß dieser Ausdruck genau ebenso behandelt werden kann wie 
der für {(s), und ich brauche wohl die analogen Entwicklungen 
nicht erst durchzuführen.! 


1 Die vorstehende Abhandlung hat im November 1909 der philosophischen 
Fakultät der Kgl. Universität Breslau als Habilitationsschrift. vorgelegen. 
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